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Introduction

icam

En 1940, au cours de la seconde guerre mondiale, le gouvernement anglais
charge Patrick Blackett de diriger une équipe de recherche pour résoudre
certains problemes tels que

I'implantation optimale de radars de surveillance,
la gestion des convois d'approvisionnement.

Le terme opérationnelle vient du fait que le travail du groupe était lié a des
opérations militaires.
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En 1940, au cours de la seconde guerre mondiale, le gouvernement anglais
charge Patrick Blackett de diriger une équipe de recherche pour résoudre
certains problemes tels que

I'implantation optimale de radars de surveillance,
la gestion des convois d'approvisionnement.

Le terme opérationnelle vient du fait que le travail du groupe était lié a des
opérations militaires.

Apres la guerre, ces techniques se sont considérablement développées du fait de
la multiplication des domaines d'application,

I'explosion des capacités de calcul des ordinateurs.
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La RO est généralement est liée a plusieurs domaines :

Mathématiques appliquées, Informatique, Economie
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Introduction

icam

La RO est généralement est liée a plusieurs domaines :

Mathématiques appliquées, Informatique, Economie

Les applications sont nombreuses :

les chaines logistiques, la planification,
la gestion de production, I'ordonnancement, la gestion des stocks,
les problémes d'ingénierie, les réseaux de télécommunication,

etc...
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Programmation linéaire

[ Exemples introductifs

_ _ icam
Exemples introductifs
Exemple 1 : probléme de production
Un boulanger prépare tous les matins des croissants et des pains au chocolat
il utilise 3 matieres premiéres : farine, beurre et sucre
farine (kg) beurre (kg) sucre (kg)
croissant (1kg) 0.4 0.4 0
pain au chocolat (1kg) 0.4 0.2 0.1
Y. ARIBA - I3.5MIA INFORMATIQUE/RO RECHERCHE OP! 'TONNELLE 10 / 72




Programmation linéaire

- Exemples introductifs

icam

La vente de 1kg de croissants rapporte 15€.

La vente de 1kg de pains au chocolat rapporte 10€.

Le boulanger posséde en stock chaque jour :
12kg de farine,
8kg de beurre,
2.5kg de sucre.
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Programmation linéaire

- Exemples introductifs

icam

La vente de 1kg de croissants rapporte 15€.

La vente de 1kg de pains au chocolat rapporte 10€.

Le boulanger posséde en stock chaque jour :
12kg de farine,
8kg de beurre,
2.5kg de sucre.

% Question : combien faut-il fabriquer de croissants et pains au chocolat pour
avoir le maximum de bénéfice ?
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Programmation linéaire

- Exemples introductifs

Analysons le probleme :

variables :
x1 — nombre de kilo de croissants
x2 — nombre de kilo de pains au chocolat

le bénéfice est donné par : z = 15x; + 10x2

On est contraint par les stocks de matieres
quantité de farine utilisable : 0.4x; + 0.4xx < 12
quantité de beurre utilisable : 0.4x; + 0.2x; < 8
quantité de sucre utilisable : 0.1x» < 2.5
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Programmation linéaire

- Exemples introductifs

Analysons le probleme : Icam

variables :
x1 — nombre de kilo de croissants
x2 — nombre de kilo de pains au chocolat

le bénéfice est donné par : z = 15x; + 10x2

On est contraint par les stocks de matieres
quantité de farine utilisable : 0.4x; + 0.4xx < 12
quantité de beurre utilisable : 0.4x; + 0.2x; < 8
quantité de sucre utilisable : 0.1x» < 2.5

formulation du probleme :

max z = 15x; + 10x;
0.4X1 + 0.4X2 S 12
0.4x1 + 0.2x> < 8
0.1x, < 25
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Programmation linéaire

- Exemples introductifs

icam

Exemple 2 : probléme de transport

Considérons 3 magasins, A, B et C, ayant commandés 200 containers de
marchandises chacun.

Ces magasins sont approvisionnés par 2 dépots :
> 250 containers sont disponibles au dépot Dy,

> 450 containers sont disponibles au dépot D;.

Y. ARIBA - I3.5MIA INFORMATIQUE/RO
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Programmation linéaire

- Exemples introductifs

icam

Magasins et dépbts sont distants géographiquement.

Les colits de transport par containers sont :

magasin | A B C
dépot Dy | 3.4 22 29
dépot D, | 3.4 24 25

par exemple : le transport d'un container de D; vers A coute 3.4€
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Programmation linéaire

- Exemples introductifs

icam

Magasins et dépbts sont distants géographiquement.

Les colits de transport par containers sont :

magasin | A B C
dépot Dy | 3.4 22 29
dépot D, | 3.4 24 25

par exemple : le transport d'un container de D; vers A coute 3.4€

% Question : comment organiser le transport des dépots vers les magasins pour
minimiser le colit total ?
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Programmation linéaire

LExemples introductifs
LJ
Analysons le probleme : icam

variables :

x1A —  nombre de containers depuis le dépét D; vers le magasin A
Xpa ~— nombre de containers depuis le dépdt D, vers le magasin A

(idem pour B et C : x18, xoB, X1C» X2C)

le colit total de transport est donné par :

z =3.4x14 + 3.4x04 + 2.2x18 + 2.4x08 + 2.9x1¢c + 2.5x0¢

les contraintes sont liées a la disponibilité des dépots et a la demande des magasins

ARIBA - 13.5MIA INFORMATIQUE/RO RECHERCHE OPERATIONNELLE 15 / 72



Programmation linéaire

l*Exemples introductifs
o
Analysons le probléeme : icam

variables :
x1A —  nombre de containers depuis le dépét D; vers le magasin A
Xpa ~— nombre de containers depuis le dépdt D, vers le magasin A

(idem pour B et C : x18, xoB, X1C» X2c)

le colit total de transport est donné par :

z =3.4x14 + 3.4x04 + 2.2x18 + 2.4x08 + 2.9x1¢c + 2.5x0¢

les contraintes sont liées a la disponibilité des dépots et a la demande des magasins

formulation du probléme :

min 4 = 3.4X1A aF 3.4X2A aF 2.2X13 e 2.4X25 aF 2~9X1C A 2-5X2C

xia+xig+xic < 250
xoa+ X +xc < 450
x1a+xa = 200
x18+xp = 200
xic +xc = 200
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Programmation linéaire

[ Exemples introductifs

2 problémes différents — méme formulation

+2.4xp5 + 2.9x1¢c + 2.5x¢

max z = 15x; + 10x» min  z = 3.4x34 + 3.4x04 + 2.2x18
0.4x1 + 0.4xp < 12
0.4x; +0.2xp < 8 X1A +Xx1B + X1¢C
0.1xp, < 25 Xop + XoB + XoC
X1A T XA
x18 + x2B
x1c +x2c

Y. ARIBA - 13.5MIA INFORMATIQUE/RO RECHERCHE OPERATIONNELLE
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Programmation linéaire

- Exemples introductifs

2 problémes différents — méme formulation

+2.4xp5 + 2.9x1¢c + 2.5x¢

max z = 15x; + 10x» min  z = 3.4x34 + 3.4x04 + 2.2x18
0.4x1 + 0.4xp < 12
0.4x; +0.2xp < 8 X1A +Xx1B + X1¢C
0.1xp, < 25 Xop + XoB + XoC
X1A + XA
x18 + x2B
x1c + xac

> une fonction a optimiser (valeur min ou max)

> un ensemble d'inégalités / égalités

% Question : existe-t-il une méthode générique pour résoudre ce probleme?

Y. ARIBA - I3.5MIA INFORMATIQUE/RO RECHERCHE OPE
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200
200
200

icam
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Programmation linéaire

|—Formulat:icvn du probléeme

. N icam
Formulation du probléme

|
Optimisation d’une fonction f(-), dépendant de variables x; devant satisfaire un
ensemble de d'inégalités et/ou égalités.

opt z= f(x)

g(x) < d
h(x)

Il
o

avec X = (X1, ..., Xn)-
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Programmation linéaire

|—Formulat:ion du probléeme

icam

Formulation du probléme

|
Optimisation d’une fonction f(-), dépendant de variables x; devant satisfaire un
ensemble de d'inégalités et/ou égalités.

opt z= f(x)

g(x) < d
h(x)

Il
o

avec X = (X1, ..., Xn)-

Vocabulaire
> x; : variables de décision,
> f(-) : fonction colit, ou économique,

> g(-) et h(-) : contraintes, donnent les solutions admissibles.

Y. ARIBA - I3.5MIA INFORMATIQUE/RO RECHERCHE OP! 'TONNELLE
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Programmation linéaire

LFormulation du probléeme . )
lcam
Probleme de programmation linéaire
fonction économique opt z = cxi+ xo+...ChXn
tiixi + tizxe + ...+ tinXp < d
toix1 + tooxo + ... + tonx, < d
contraintes inégalités .
tmxi + tmxe + ..o+ tonxn < dm
anxi + apxe + ...+ anx, = bi
contraintes égalités :
agixt + agxe + ...+ agnxn = by
non-négativité { x;i >0 i=1,...,n
RECHERCHE OPERATIONNELLE 18 /
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Programmation linéaire

LFormulation du probléeme

ou sous forme matrielle

fonction économique opt z = Cx
contraintes inégalités  { Tx<d
contraintes égalités  { Ax=b

Y. ARIBA - I3.5MIA INFORMATIQUE/RO RECHERCHE OPE
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Programmation linéaire

LFormu\ation du probléeme

ou sous forme matrielle

fonction économique opt z = Cx
contraintes inégalités  { Tx<d
contraintes égalités  { Ax=b

Programmation = planification, organisation, plan d'action
(# informatique)

Linéaire = les fonctions (objectif et contraintes) sont linéaires en x

ARIBA - I3.5MIA INFORMATIQUE/RO RECHERCHE OPERATIONNELLE
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Programmation linéaire

LFormu\ation du probléeme

Probléme de programmation linéaire, retour sur |'exemple 1

ARIBA -

max

13.5MIA INFORMATIQUE/RO

z

15X1 =+ 10X2

0.4x1 + 0.4x
0.4x; + 0.2x
0.1X2

x1>0 et x2>0

INIAIA

12

2.5

icam

RECHERCHE OPERATIONNELLE
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Programmation linéaire

LFormu\ation du probléeme

icam

Probléme de programmation linéaire, retour sur |'exemple 1

max z = 15x1 +10x
0.4x1 +0.4x < 12
0.4x; +0.2x, < 8
0.1x, < 25
x1>0 et x2 >0
ou encore
max z= [15 10] X
04 04 12
04 02|x < 8
0 0.1 2.5
X > 0
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Programmation linéaire

LMéthode et interprétation graphique
LJ
icam
Pour des problémes a 2 variables — résolution graphique possible

contraintes tracées dans le plan (xi, x2)
visualisation de |'espace des solutions admissibles

détermination du point (xi', x5 ) optimisant la fonction économique.

Y. ARIBA - I3.5MIA INFORMATIQUE/RO RECHERCHE OPERATIONNELLE 21 /72
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Programmation linéaire

- Méthode et interprétation graphique

icam
Pour des problémes a 2 variables — résolution graphique possible
contraintes tracées dans le plan (xi, x2)
visualisation de |'espace des solutions admissibles
détermination du point (xi', x5 ) optimisant la fonction économique.
Réécrivons le probléeme de I'exemple 1 :
max z = 15x; +10x;
X1 —|— X2 S 30 (1)
2X1 —|— X2 S 40 (2)
X2 S 25 (3)
xi >0 i={1,2} (4)

ARIBA - I3.5MIA INFORMATIQUE/RO RECHERCHE OPERATIONNELLE
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Programmation linéaire

- Méthode et interprétation graphique

LJ
p . icam
Représentons dans le plan (xi, x2), les 4 contraintes.
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Programmation linéaire

[ Méthode et interprétation graphique

icam

Représentons dans le plan (x1, x2), les 4 contraintes.

X9

= Nous pouvons visualiser |'espace des solutions admissibles.

= Quel point choisir?
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Programmation linéaire

- Méthode et interprétation graphique

icam
fonction objectif : z = 15x; + 10x2

soit : X *f§x +i
T T2M 10
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Programmation linéaire

[ Méthode et interprétation graphique

.
icam
fonction objectif : z = 15x; + 10x, ca
soit : x ——éx +i
RTT2M T10

X9

Y. ARIBA - 13.5MIA INFORMATIQUE/RO RECHERCHE OPERATIONNELLE 23 /72



Programmation linéaire

[ Méthode et interprétation graphique

fonction objectif : z = 15x; + 10x> lcam
soit : x: ——Ex —i—i
T2 10
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Programmation linéaire

[ Méthode et interprétation graphique

fonction objectif : z = 15x; + 10x lcam
soit : x ——éx —i—i
T2 10

X9
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Programmation linéaire

[ Méthode et interprétation graphique

e

x* est le point (x{', x3) qui maximise le bénéfice z.

La solution x* est appelée la solution optimale.

> Solution a I'intersection des contraintes (1)-(2) : (xi', x5) = (10, 20)

> Bénéfice maximal : z = 350€.
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Programmation linéaire

[ Méthode et interprétation graphique

e

x* est le point (x{', x3) qui maximise le bénéfice z.

La solution x* est appelée la solution optimale.

> Solution a I'intersection des contraintes (1)-(2) : (xi', x5) = (10, 20)

> Bénéfice maximal : z = 350€.

Bénéfice dans d’autres cas :
> équilibre entre les produits — x1 = x» = 13

= z = 325€ perte de 7%

Y. ARIBA - I3.5MIA INFORMATIQUE/RO
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Programmation linéaire

[ Méthode et interprétation graphique

)
1 1]

x* est le point (x{', x3) qui maximise le bénéfice z.

La solution x* est appelée la solution optimale.
> Solution a I'intersection des contraintes (1)-(2) : (xi', x5) = (10, 20)

> Bénéfice maximal : z = 350€.

Bénéfice dans d’autres cas :
> équilibre entre les produits — x1 = x» = 13

= z = 325€ perte de 7%

» maximum de croissants — x; =20 et xo =0
= z = 300€ perte de 14%

Y. ARIBA - I3.5MIA INFORMATIQUE/RO RECHERCHE OP!

'TONNELLE
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Programmation linéaire

- Méthode et interprétation graphique

e

x* est le point (x{", x3') qui maximise le bénéfice z.

La solution x* est appelée la solution optimale.
> Solution a I'intersection des contraintes (1)-(2) : (xi', x5) = (10, 20)

> Bénéfice maximal : z = 350€.

Bénéfice dans d’autres cas :
> équilibre entre les produits — x1 = x» = 13

= z = 325€ perte de 7%

» maximum de croissants — x; =20 et xo =0
= z = 300€ perte de 14%

P> maximum de pains au chocolat = x; =0 et xo =25
= z = 250€ perte de 29%
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Programmation linéaire

- Méthode et interprétation graphique

icam

Exemple 3 :

max z = 6x1+ 5x
X1 + X2 S (1)
—2x 43x% < (2)
x1—Xx2 < 3)
xXi > 0 I = 17 2 (4)
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Programmation linéaire

[ Méthode et interprétation graphique

icam

Représentons dans le plan (x1, x2), les 4 contraintes.

X9
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Programmation linéaire

- Méthode et interprétation graphique

fonction objectif : z = 6x1 4+ 5x2 1cam

soit 6 + z
IT: Xop = —=X —
2 575
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Programmation linéaire

[ Méthode et interprétation graphique

L)
fonction objectif : z = 6x1 4+ 5x2 lcam
soit : x: ——gx —i—E

2T T T

Xa

X1

> Solution a I'intersection des contraintes (1)-(3) : (x{, x5) = (5,3)
> Valeur optimale : z = 45.
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Programmation linéaire

[ Méthode et interprétation graphique
_ , _ _ icam
Existence d'une solution optimale

Quatre possibilités

Y. ARIBA - I3.5MIA INFORMATIQUE/RO
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Programmation linéaire

- Méthode et interprétation graphique
Existence d'une solution optimale

Quatre possibilités, exemple : max z = x1 + x

xp < —0.521 +2
xy < —dwy +12

I \ Xy

une solution unique

Y. ARIBA - I3.5MIA INFORMATIQUE/RO

RECHERCHE OPE

icam
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Programmation linéaire

- Méthode et interprétation graphique
Existence d'une solution optimale

Quatre possibilités, exemple : max z = x1 + x

une solution unique

Y. ARIBA - I3.5MIA INFORN

X3
w2 < —0.521 +2
9 > 2.5
X1
aucune solution
HERCHE OPE

)
icam
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Programmation linéaire
- Méthode et interprétation graphique

Existence d'une solution optimale

Quatre possibilités, exemple : max z = x1 + x

xp < —0.521 +2
xy < —dwy +12

I \ Xy

une solution unique

x>1
wg = 0.2521 + 1

I I X

solution non bornée

Y. ARIBA - I3.5MIA INFORN

)
icam

X1

aucune solution
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Programmation linéaire
[ Méthode et interprétation graphique

Existence d'une solution optimale

Quatre possibilités, exemple : max z = x1 + x2

xp < —0.521 +2
xy < —dwy +12

I \ Xy

une solution unique

x>1
wg = 0.2521 + 1

I I X

solution non bornée

Y. ARIBA - I3.5MIA INFORN

aucune solution

Xz

zo < —x1+4
T <2
zo < —4xy +12

\ X

infinité de solutions

HERCHE OPE

)
icam
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Programmation linéaire

|—Algorit:hme du simplexe

. . icam
Algorithme du simplexe

Commencons par quelques définitions...

Un ensemble C est convexe ssi le segment de droite entre 2 points quelconques

x, y de C appartient a C. .

VAE[0,1], x,y €C = (1-MNx+AIyeC

Y. ARIBA - 13.5MIA INFORMATIQUE/RO RECHERCHE OPERATIONNELLE 29 /72



Programmation linéaire

|—Algorit:hme du simplexe .
. . icam
Algorithme du simplexe

Commencons par quelques définitions...

Un ensemble C est convexe ssi le segment de droite entre 2 points quelconques

x, y de C appartient a C. .

VAE[0,1], x,y €C = (1-MNx+AIyeC

Un nombre fini d’inégalités linéaires définissent un polyédre convexe P.

P
P={xeR" : Ax< b}

Y. ARIBA - 13.5MIA INFORMATIQUE/RO RECHERCHE OPERATIONNELLE 29 /72



Programmation linéaire

|—Algorit:hme du simplexe

icam

I ——
Un point x. d'un ensemble convexe C est un point extréme s'il n’existe pas 2
points distincts x, y de C tels que x. appartienne a la droite (x, y).

Les points extrémes d'un polyedre convexe sont ses sommets.
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Programmation linéaire

|—Algorithme du simplexe

L)
icam

I ——
Un point x. d'un ensemble convexe C est un point extréme s'il n’existe pas 2
points distincts x, y de C tels que x. appartienne a la droite (x, y).

Les points extrémes d'un polyedre convexe sont ses sommets.

Théoréme

Si le polyedre formé par I'ensemble des solutions admissibles d'un probléme de
PL est borné, alors il existe au moins une solution optimale et I'une d'elles est
sur un sommet.
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Programmation linéaire

|—Algorithme du simplexe

icam

I ——
Un point x. d'un ensemble convexe C est un point extréme s'il n’existe pas 2
points distincts x, y de C tels que x. appartienne a la droite (x, y).

Les points extrémes d'un polyedre convexe sont ses sommets.

Théoréme

Si le polyedre formé par I'ensemble des solutions admissibles d'un probléme de
PL est borné, alors il existe au moins une solution optimale et I'une d'elles est
sur un sommet.

% Pour trouver 'optimum, il “suffit” alors d'examiner les sommets de la région
des solutions admissibles.
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Programmation linéaire

LAlgorithme du simplexe

Premiere idée d'un algorithme

X
1. Se positionner sur une point extréme Xey de
la zone admissible
2. Déterminer une arétes le long de laquelle
I"objectif augmente \

3. S'il n'en existe pas, Xey, est optimal, FIN

4. Sinon se déplacer le long de I'aréte jusqu'au
point extréme Xey yq suivant

o

S'il n'en existe pas, le probléeme est non T
borné, FIN s

Tepyr X1
6. Sinon Xey — Xepyq et aller a 2

Y. ARIBA - I3.5MIA INFORMATIQUE/RO



Programmation linéaire

LAlgorithme du simplexe )
</

i icam
Retour sur le probleme de PL

Formulation :

fonction économique opt z = cxi+ X2+ ...CnXn

di
d»

t1ix1 + tizxo + ...+ tinXn
taixi + toxo + ... + tanXy

INIA

contraintes inégalités

tmXi + tmeXo + .o F tonxn < dm

non-négativité xi >0 i=1,...,n

n variables de décision, m contraintes

Y. ARIBA - I3.5MIA INFORMATIQUE/
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Programmation linéaire

LAlgorithme du simplexe

icam

Les inégalités sont transformées en égalités avec I'introduction de variables
d'écart

3x1 + x2 + 5x3 < 12 = 3x1 +x2+5x3 +e =12 e>0
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Programmation linéaire
LAlgorithme du simplexe

)
“icam
Forme standard du probleme de PL

Les inégalités sont transformées en égalités avec I'introduction de variables
d'écart

3x1 + x2 + 5x3 < 12 = 3x1 +x2+5x3 +e =12 e>0

fonction économique opt z = cxi+ oxo+...ChXn
tixi + tiexe + ...+ tinxs + €1 = d
tarxt + toaxe + ..+ X + & =
contraintes
tmiX1 + tmeXxe + ...+ tnXn + € = drn
non-négativité xi 2 0 i=1,...,n
& e > 0 j=1,....m

Y. ARIBA - I3.5MIA INFORMATIQUE/RO RECHERCHE OPERATIONNELLE 33 /72



Programmation linéaire

|—Algorit:hme du simplexe
.

icam
e
Notons n le nombre de variables total : var. initiales x; + var. d’écart e;.

Notons x la concaténation des x; et e;.
Le probléme se réécrit sous la forme :

opt z=cx

Tx
X

IVl
o Q
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Programmation linéaire

|—Algorit:hme du simplexe

icam

e
Notons n le nombre de variables total : var. initiales x; + var. d’écart e;.

Notons x la concaténation des x; et e;.
Le probléme se réécrit sous la forme :

opt z=cx

™ = d
x > 0
Exemple 1
max z =[151000 0]x
max z = 15x; + 10xo
X1
atxe =30 1 1 1 0 o0 x 30
tx <40 < 2 1 0 1 0 o | =1 40
2 =025 001 0 0 1 X 25
X5
x1 et xp > 0 So
X_

Y. ARIBA - I3.5MIA INFORMATIQUE/RO
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Programmation linéaire

LAlgorithme du simplexe

icam

Si une variable d'écart est nulle (¢, = 0), la contrainte j est vérifiée a I'égalité

= contrainte saturée, ou active

Y. ARIBA - I3.5MIA INFORMATIQUE/RO RECHERCHE OPERATIONNELLE 35 /72
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Programmation linéaire

LAlgorithme du simplexe

Si une variable d'écart est nulle (¢, = 0), la contrainte j est vérifiée a I'égalité

= contrainte saturée, ou active

La forme standard est un systéeme d’équations linéaires

T x =_d
~— N~ ~—
mx (n+m) (n+m)x1 mx1

soit m équations, (n + m) inconnues

icam
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Programmation linéaire

LAlgorithme du simplexe

icam

Si une variable d'écart est nulle (¢, = 0), la contrainte j est vérifiée a I'égalité

= contrainte saturée, ou active

La forme standard est un systéeme d’équations linéaires

T x =_d
~— N~ ~—
mx (n+m) (n+m)x1 mx1

soit m équations, (n + m) inconnues

Si on annule n variables = il reste un systéme a m équations, m inconnues

Y. ARIBA - I3.5MIA INFORMATIQUE/RO RECHERCHE OPERATIONNELLE 35
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Programmation linéaire

LAlgorithme du simplexe

Posons x; = 0 et xo = 0.

max z = 15x0+10%0

0+0+x3 = 30 (1)
20404 = 40 )
0+x5 = 25 3)

xi >0 i={1,...,5}
(4)

Y. ARIBA - I3.5MIA INFORMATIQUE/RO
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Programmation linéaire

LAlgorithme du simplexe

Posons x; = 0 et xo = 0.

max z = 15x0+10%0

04045 = 30 (1)
2x 040+ = 40 )
0+4x = 25 3)
xi >0 i={1,...,5}
(4)
X3 = 30
= solution xs = 40
X5 = 25

= correspond au sommet A

ARIBA - I3.5MIA INFORMATIQUE/RO

(solution admissible)
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Programmation linéaire

LAlgorithme du simplexe

Posons x; = 0 et xs = 0.

max z = 15X0+10x

O+x+x3 = 30 (1)
2xX04x0+x = 40 )
xp+0 = 25 3)

xi >0 i={1,...,5}
(4)

Y. ARIBA - I3.5MIA INFORMATIQUE/RO
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Programmation linéaire

LAlgorithme du simplexe

Posons x; = 0 et xs = 0.

max z = 15X0+10x

O+x+x3 = 30 (1)
2X04+x4+x, = 40 (2)
xp+0 = 25 3)
x>0  i={1,...
4)

X2 = 25

= solution xz =15

X5 = 5

= correspond au sommet B

ARIBA - I3.5MIA INFORMATIQUE/RO

icam
X2
(1)
B IN
B
»5}
@ X” \ H
(solution admissible)
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Programmation linéaire

LAlgorithme du simplexe )
o/

icam
Posons x3 = 0 et xs = 0.

max z = 15x;+10x \

X +x+0 = 30 1) 1C
2x1+x2+x4 = 40 (2)
xp+0 = 25 (3) 4
xi >0 i={1,...,5}

Y. ARIBA - I3.5MIA INFORMATIQUE/RO RECHERCHE OPER 38 /72




Programmation linéaire

LAlgorithme du simplexe
D
icam

Posons x3 = 0 et xs = 0.

X
(1)
max z = 15x;+10x
® N
x1+x+0 = 30 (1) | C
2+ x = 40 @)
x+0 = 25 (3) 1
xi >0 i={1,...,5}
) ' ;
@ Xm \ X1
X1 = 5
= solution ¢ x2 =25 (solution admissible)
X4 = 5

= correspond au sommet C

Y. ARIBA - I3.5MIA INFORMATIQUE/RO RECHERCHE OPERATIONNELLE 38 /72



Programmation linéaire

LAlgorithme du simplexe

Posons x4 = 0 et xs = 0.

max z = 15x;+10x

x1 +xp+x3 = 30 (1)
2q +x+0 = 40 @
x+0 = 25 3)

x 20 i={1,...,5}

(4)

Y. ARIBA - I3.5MIA INFORMATIQUE/RO
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Programmation linéaire

LAlgorithme du simplexe
D
icam
Posons x3 = 0 et x5 = 0.

max z = 15x;+10x

x1 +xp+x3 = 30 (1) |
2xq +x+0 = 40 (2)
x+0 = 25 3) 1
x;i >0 i={1,...,5}
) t ;
@ Xm \ X1
X1 = 7.5
= solution { xx =25 (solution non admissible)
X3 = -2.5

= correspond au point D
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Programmation linéaire

LAlgothhme du simplexe

icam

Commentaires :

Le probléme de PL s’écrit comme un systéme a m équations et (n+ m)
variables

En annulant n variables, on obtient un systéme a m équations et m
variables

Si la matrice associée est de rang m, il y a une solution unique
Si les composantes sont positives, la solution est admissible

Solution admissible = sommet
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Programmation linéaire

LAlgorithme du simplexe )
o/

) : , , icam
Déroulement pas a pas de I'algorithme

On se positionne sur un point extréme initial x, : X1 =0 et x, =0

z = 15x3 + 10xy

X2
x1+x2+x3 = 30
2x1 +x0 + x4 = 40
x2+ x5 = 25 \

Y. ARIBA - I3.5MIA INFORMATIQUE/RO RECHERCHE OPERATIONNELLE 41 /72
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Programmation linéaire

LAlgorithme du simplexe

icam

On se positionne sur un point extréme initial x, : X1 =0 et x, =0

z = 15x3 + 10xy
x1+x2+x3 = 30

2x1 + X2 + xa
X2+ x5 = 2b

40

x3, x4, x5 sont appelées les variables de base

z = 15x1 + 10x2

X3
X4

X5

ARIBA - I3.5MIA INFORMATIQUE/RO

30 — x1 — xo
40 — 2x1 — x2
25 — xp

X2
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Programmation linéaire

LAlgorithme du simplexe

icam

On se positionne sur un point extréme initial x, : X1 =0 et x, =0

z = 15x3 + 10xy

X
x1+x2+x3 = 30
2x1 +x0+ x4 = 40
X2+ x5 = 2b \

x3, x4, x5 sont appelées les variables de base
z = 15x1 + 10x2 iy
X3 = 30 — X1 — X2 xe()

xpg = 40 —2x3 — xo I \ \ X
X5 = 25—X2

= z = 0, comment améliorer la solution ?

ARIBA - I3.5MIA INFORMATIQUE/RO RECHERCHE OPERATIONNELLE 41 /72



Programmation linéaire

LAlgorithme du simplexe )
</

) : o icam
Déroulement pas a pas de I'algorithme

On peut jouer SUr Xi (coefficient plus intéressant par rapport a x3)

< jusqu'ou augmenter x ?

X2

DL
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Programmation linéaire

LAlgorithme du simplexe

icam

On peut jouer SUr Xi (coefficient plus intéressant par rapport a x3)

< jusqu'ou augmenter x ?

X3 = 30—x1 — x2 = x1 <30

X4 = 40 — 2x3 — x =x31 <20 X
2

X5 = 25— xp = x1 < 400

Y. ARIBA - I3.5MIA INFORMATIQUE/RO RECHERCHE OPERATIONNELLE 42 /72



Programmation linéaire

LAlgorithme du simplexe

LJ
icam
On peut jouer SUr Xi (coefficient plus intéressant par rapport a x3)
< jusqu'ou augmenter x ?
X3 = 30—x1 — x2 = x1 <30
X4 = 40 — 2x3 — x =x31 <20 Xy
X5 = 25— xp = x1 < 400
On pose x; = 20, et donc x, =0 \
- x1 passe dans la base
x4 devient hors base |
z = 15x; + 10x Leg
x3 = 30— x; —xp \ \ X
X4 = 40 — 2X1 — X2
X5 = 25 — X2
Y. ARIBA - [3.5MIA INFORMATIQUE/RO
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Programmation linéaire

LAlgorithme du simplexe )
o/

) : , , icam
Déroulement pas a pas de I'algorithme

Nous obtenons un nouveau point extréme xg; : X2 =0 et x4 =0

X2

x3 = 104+ =x4 — =x2 r
1 1

x; = 20— §X4 — §X2 1

X5 = 25 — X2
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Programmation linéaire

LAlgorithme du simplexe

icam

Nous obtenons un nouveau point extréme xg; : X2 =0 et x4 =0

X2

x3 = 104+ =x4 — =x2 r
1

X1 20 — §X4 — 2X2 1

X5 = 25—X2

= z = 300, comment améliorer la solution ?

ARIBA - I3.5MIA INFORMATIQUE/RO RECHERCHE OPERATIONNELLE
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Programmation linéaire

LAlgorithme du simplexe

) : o icam
Déroulement pas a pas de I'algorithme

On peut jouer sur xo (dégradation avec x4)

< jusqu'ou augmenter x, ?

Y. ARIBA - I3.5MIA INFORMATIQUE/
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Programmation linéaire

LAlgorithme du simplexe )
Y
) . ) ) icam
Déroulement pas a pas de I'algorithme

On peut jouer SUr Xo (dégradation avec xz)

< jusqu'ou augmenter x, ?

X3 = 10+%X47%X2 = x <20
o= 20—3xa—1ix = x <40
X5 = 25— x» = x2 <25 Xy

Y. ARIBA - I3.5MIA INFORMATIQUE/RO RECHERCHE OPERATIONNELLE 44 / 72



Programmation linéaire

LAlgorithme du simplexe

icam

On peut jouer SUr X2 (dégradation avec xz)

< jusqu'ou augmenter x, ?

o= 104+3xa—1x =x <20
o= 20— 3xa—3x = x <40
X5 = 25— x» =x <25 Xy

On pose xp = 20, et donc x3 =0

x> passe dans la base

= x3 devient hors base

15 5 1
= 300—— —Xp
z > X4 + 2(

1 1 t t
x3 = 10+ SX = 50 xel\ \ X

X1 = 207§X47§X3

X5 = 25 — X2

Y. ARIBA - I3.5MIA INFORMATIQUE/RO RECHERCHE OPERATIONNELLE

44 /

72



Programmation linéaire

LAlgorithme du simplexe

Déroulement pas a pas de I'algorithme

)
icam

Nous obtenons un nouveau point extréme X, : x3 =0 et x4 =0

Y. ARIBA

z = 350—5x4 — 5x3

X2
X1

X5

- I3.5MIA INFORMATIQUE/RO

20 + x4 — 2x3
10 — xz + x3
542x3 — x4

X2
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Programmation linéaire

LAlgorithme du simplexe

Nous obtenons un nouveau point extréme x,

z = 350—5x4 — 5x3

X2

X1

= z = 350, comment améliorer la solution ?

Y. ARIBA - I3.5MIA INFORMATIQUE/RO

20 + x4 — 2x3
10 — xz + x3
542x3 — xa

icam

:x3=0etx; =0

X2
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Programmation linéaire

LAlgorithme du simplexe

Pas d'amélioration possible

= solution optimale atteinte

Solution optimale :
*

X* = Xe,

Colit optimal :

ARIBA - I3.5MIA INFORMATIQUE/RO

(.9

350

icam

X2

RECHERCHE OPERATIONNELLE
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Programmation linéaire

LAlgorithme du simplexe

icam

Soit le probleme de PL suivant :

max z = 2x1+ 3x
—2x1+4x <
x1+x <
xp <
x;i > 0 i={1,2}
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Programmation linéaire

LAlgorithme du simplexe

Représentation graphique :

X9

Solution optimale : x;" =4 et x; =4

Colit optimale : z* =20

Y. ARIBA - I3.5MIA INFORMATIQUE/RO

X1

icam
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Programmation linéaire

|—Algorit:hme du simplexe

o icam
Utilisation d'un solveur

max z = x1+x
x1+3x0 < 12
xx—x < 4
x; >0 i=12
Y. ARIBA - I3.5MIA INFORMATIQUE/RO RECHERCHE OPE 49 / 72




Programmation linéaire

|—Algcrrithme du simplexe

Utilisation d'un solveur

max z = X1+ X
x1+3x < 12
X1 — X2 S 4
Xi Z 0

X

Y. ARIBA - 13.5MIA INFORMATIQUE/RO
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Programmation linéaire

|—Algcrrithme du simplexe

Utilisation d'un solveur

max z = X1+ X
x1+3x < 12
X1 — X2 S 4
Xi Z 0

X

Y. ARIBA - 13.5MIA INFORMATIQUE/RO

icam

valeur sur chaque sommet :

> (1)=z=0
> (2) >z=4
> (3) > z=38
> 4) s z=4
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Programmation linéaire

|—Algcrrithme du simplexe

o , icam
Utilisation d'un solveur

max z = X1+ x2
x1+3x < 12
X1 — X2 S 4
xi >0 i=1,2
valeur sur chaque sommet :
> (1) - z=0
> (2) >z=4
> (3) >z=8—
optimal
X1 > (4) > z=4

Solution : x; = 6 et xo = 2.
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Programmation linéaire

LAlgorithme du simplexe

Solveur d’Excel

pre_pranan

DONNEES ~ REVISION  AFFICHAGE
Effacer Y einstantané  B+a Consolider <8
o [
. B i [i=]
. Réappliquer B-Supprimer les doublons 3 Analyse scénarios -
g| Tier  Firer Convertir Grouper Dissocier
A Y Avance 4 Validation des données ~ of Relations - - total
Trie et fitrer Outil de données Pian o

Le solver est intégré a Excel mais doit étre simplement activé.

Y. ARIBA - I3.5MIA INFORN
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Programmation linéaire

LAlgorithme du simplexe

Solveur d’Excel

)
icam

e n - -
DONNEES ~ REVISION  AFFICHAGE
Y Effacer N age instantané -3 Consolider -) (-?r_ % Solveur
RL T Fier o N ‘j““i‘ cﬂwemyEs“pp"me"egd““b‘f"s 2 vy scénaros - Grouper Dissocier Sous-
Y Avancé 4 Validation des données - = Relations - total
Trie et fitrer Outil de données Pian 5l anayse
86 - Jr || =szrm10+czen1
A B C D E

1 x1 x2
2 |coef. fetobj 1 1
3 |coef. fetcon 1 1 3
4 |coef. fctcon 2 1 -1
5
& |fct objectif 0
7 |fct contrainte 1 -12
8 |fct contrainte 2 -4
9
10 [x1
11 |x2

Le solver est intégré a Excel mais doit étre simplement activé.

Y. ARIBA - I3.5MIA INFORMATIQUE/RO
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Programmation linéaire

LAlgorithme du simplexe

Y. ARIBA

Parametres du solveur

Objectt 3 gétinir sesel
A © max © Min © valeur

Celules variables

SB10:58511

Contraintes

]

&

<857
sBss

7] Rendre s variables sans contrainte non négatives

Sélect une résolution GRG non linéaire

Méthode de résolution

D [ o

Sélectionnez Ie moteur GRG non linaire pour des prablémes non linéaires simples de solveur.
Sélectionnez le moteur Simplex PL pou les problémes lingaires, et le moteur Evolutionnaire

pour les problémes complexes.

- I3.5MIA INFORMATIQUE/RO
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Programmation linéaire

LAlgorithme du simplexe

Y. ARIBA

P =

]

Objectt aétni sosel

© Min © vaeur

Celules variables

&

SB10:58511

Contraintes

<857
sBss

B
Méthode de résolution

Sélectionnez Ie moteur GRG non linaire pour des prablémes non linéaires simples de solveur.
Sélectionnez le moteur Simplex PL pou les problémes lingaires, et le moteur Evolutionnaire
pour les problémes complexes.

7] Rendre s variables sans contrainte non négatives

Sélect une résolution GRG non linéaire

- I3.5MIA INFORMATIQUE/RO

VeSO e wN e

A

coef. fct obj
coef. fct con 1
coef. fct con 2

et abjectif
fct contrainte 1
et contrainte 2

x1
x2

o

RECHERCHE OPERATIONNELLE
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Programmation linéaire

LAlgorithme du simplexe

LJ
icam
Solveur de Scilab
La fonction karmarkar () permet de résoudre le probléme :
min ¢’ x
Aex = be
A,‘X S b,'
D’autres solveurs sont disponibles a partir de modules d’extension du logiciel.
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Programmation linéaire

LAlgorithme du simplexe

icam

Solveur de Scilab

La fonction karmarkar () permet de résoudre le probléme :

min ¢’ x

Aex = be
A,‘X S b,'

Syntaxe :

xopt = karmarkar(Ae, be, c, [1, [1, [1, [1, [I, Ai, bi)

D’autres solveurs sont disponibles a partir de modules d’extension du logiciel.
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Programmation linéaire

LAlgorithme du simplexe
LJ
icam
Dans le cas de notre exemple :

min  [-1—1] x

1 3 x < 12 avec X = X

Y. ARIBA - I3.5MIA INFORMATIQUE/RO RECHERCHE OPERATIONNELLE 53 /72



Programmation linéaire

LAlgorithme du simplexe
LJ
icam
Dans le cas de notre exemple :

min  [-1—1] x
] - el

->c=[-1-1]1";
-> Ai =[13; 1-1];
-> bi [12 ; 4];

Dans Scilab

-> [xopt,fopt] = karmarkar([l, I, ¢, [0, [1, 0O, [1, [0, Ai, bi)

fopt =

7.9999347

xopt
5.9999347
2.
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Théorie des graphes

icam

Définitions et concepts
Chemins optimaux

Flots optimaux dans un réseau
de transport
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Théorie des graphes

- Définitions et concepts

icam

La théorie des graphes fournit un outil mathématique naturel pour la
modélisation de nombreux problémes en recherche opérationnelle.

= applications : réseau de transport, logistique, télécommunication...

Y. ARIBA - [3.5MIA INFORMATIQUE/RO RECHERCHE OPERATIONNELLE 56 / 72



Théorie des graphes

- Définitions et concepts

icam

La théorie des graphes fournit un outil mathématique naturel pour la
modélisation de nombreux problémes en recherche opérationnelle.

= applications : réseau de transport, logistique, télécommunication...

Un graphe est composé de sommets ou noeuds et d'arcs (orientés ou non)
valués.
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Théorie des graphes

- Définitions et concepts

icam
e

Un graphe, noté G(X, U), est défini par

» X un ensemble de sommets,

» U un ensemble d’arcs u qui relient de maniere orientée un sommet i a un
sommet j. A chaque arc u = (i, /) est associé une valeur w; > 0

Nous noterons | X| = n (correspond a I'ordre du graphe) et |U| = m. Si I'arc
liant le sommet i au sommet j n’existe pas, on pose wj = co.

Y. ARIBA - I3.5MIA INFORMATIQUE/
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Théorie des graphes

- Définitions et concepts

icam
Un graphe, noté G(X, U), est défini par

X un ensemble de sommets,

U un ensemble d’arcs u qui relient de maniere orientée un sommet j a un
sommet j. A chaque arc u = (i,j) est associé une valeur w; > 0

Nous noterons | X| = n (correspond a I'ordre du graphe) et |U| = m. Si I'arc
liant le sommet i au sommet j n’existe pas, on pose wj = co.

L'exemple précédent est un graphe d’ordre n =6 avec m =9 arcs.

w12 = 3 Was = 6
wis = 6 W = 2
w13 = 8 W35 = 1

ARIBA - I3.5MIA INFORMATIQUE/RO RECHERCHE OPERATIONNELLE 57 /72



Théorie des graphes

LChemins optimaux

o
Comment trouver le chemin optimal (de valeur minimale) du sommet 1 au sommet i Jcam
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Théorie des graphes

l*Chern'\ns optimaux

Comment trouver le chemin optimal (de valeur minimale) du sommet 1 au sommet i Jcam

Algorithme de Dijkstra

A chaque itération, une étiquette \; est associée a chaque sommet i € X.
Une étiquette \; est

soit définitive, et vaut alors la valeur minimale du chemin allant de 1 a i,

soit provisoire, et représente la valeur courante du chemin allant de 1 a /.

L'ensemble des sommets a étiquette définitive est noté D (mis a jour a chaque
itération).

Algorithme :

initialisation
A1 =0 ; Ai=wy Vi#l ; D = {1}
tant que D # X
déterminer la plus petite étiquette provisoire — elle devient définitive

A= min ); et D <+ DU/{i
jex\p ? {7}

calculer les nouvelles étiquette provisoire

Aj = min ()\j,/\,- + Wij) jeX\D
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RECHERCHE OPERATIONNELLF

58

72



Théorie des graphes

LChemins optimaux

icam
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Théorie des graphes

LChemins optimaux

icam

D ‘ )\1 )\2 )\3 )\4 As )\6
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Théorie des graphes

LChemins optimaux

icam

D ‘ )\1 )\2 )\3 )\4 As )\6

1 0 3(1) 8(1) 6(1) oo oo
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Théorie des graphes

LChemins optimaux

icam

D ‘ /\1 )\2 )\3 )\4 As )\6
1 0 3(1) 8@1) 6(1) oo oo
1,2 - = 8(1) 512 92 oo
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Théorie des graphes

LChemins optimaux

icam

D /\1 )\2 )\3 >\4 A5 )\6

1 0 3(1) 8(1) 6(1) o~

1,2 — - 8(1) @ 9(2) o0
1,2,4 — - 7(4) - 9(2) 12(4)
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Théorie des graphes

LChemins optimaux

icam

D /\1 )\2 )\3 >\4 A5 )\6

1 0 3(1) 8(1) 6(1) o~

1,2 - = 8(1) 5(2) 92 o
1,24 |- - 74 - 9(2) 12(4)
1,243 |- - - — 8(3) 12(4)
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Théorie des graphes

LChemins optimaux

icam

D N

1 0 3(1) 8(1) 6(1) oo oo

1,2 -~ 81 52 92 o
1,24 | - - 74 - 9(2) 12(4)
1,243 | - - - - 8(3) 12(4)
1,2,435| - - - - - 10(5)

Le chemin le plus court du sommet 1 au 6 est : 1,2,4,3,5,6 et de valeur 10
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Théorie des graphes

LChemins optimaux

Autre exemple Icam
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Théorie des graphes

LChemins optimaux

Autre exemple Icam
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Théorie des graphes

LChemins optimaux

Autre exemple Icam

D [ X A N X A6 M
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Théorie des graphes

LChemins optimaux

Autre exemple Icam
D [ X A N X A6 M
1 0 8(1) 2(1) 00 00 00
1,3 - 8(1) - 53) ™ 00 00
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Théorie des graphes

LChemins optimaux

Autre exemple Icam

D )\1 )\2 )\3 )\4 )\5 )\6 )\7

1 0 8(1) 2(1) 00 00 00
1,3 - 8(1) - 53) ™ 00 00
1,3,4 - 7(4) — — 00 00 00
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Théorie des graphes

LChemins optimaux

Autre exemple Icam

D )\1 )\2 )\3 )\4 )\5 )\6 )\7

1 0 8(1) 2(1) 00 00 00

1,3 - 8(1) - 53) ™ 00 00

1,3,4 - 7(4) — — 00 00 00
1a3a472 - - - - 10(2) oo 17(2)
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Théorie des graphes

LChemins optimaux

Autre exemple Icam

D AL A A3 A4 As A6 A7

1 0 8(1) 2(1) 00 00 00

1,3 - 8(1) - 58 oo 00 00

1,3,4 - 49 - - o) o) 00
1,342 |- - - - 1002 o 17(2)
1,3,425 |- — - — - 145) 17(2)
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Théorie des graphes

LChemins optimaux

Autre exemple Icam

D AL A A3 A4 As A6 A7

1 0 8(1) 2(1) o 00 00 00

1,3 - 8(1) - 58 oo 00 00

1,3,4 - 49 - - o) o) 00
1,342 |- - - - 1002 o 17(2)
1,3,425 |- — - — - 145) 17(2)
1,3,4256| - - - —  _ — 16(6)

Le chemin le plus court du sommet 1 au 7 est : 1,3,4,2,5,6,7 et de valeur 16
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Théorie des graphes

[ Flots optimaux dans un réseau de transport
.

_ ) icam
Flots optimaux dans un réseau de transport

|
Un réseau de transport est un graphe orienté sans boucle, avec un sommet d’entrée s
(source) et un sommet de sortie p (puit). Pour chaque sommet i € X,

il existe au moins un chemin allant de s a i,
> il existe au moins un chemin allant de i a p.

Pour tout arc u € U, il existe une capacité c(u), non négative, représentant le flux
maximal pouvant circuler sur cet arc. Nous noterons le réseau de transport :
R(X, U, C).
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Théorie des graphes

LFIots optimaux dans un réseau de transport

icam

Un réseau de transport est un graphe orienté sans boucle, avec un sommet d’entrée s
(source) et un sommet de sortie p (puit). Pour chaque sommet i € X,

il existe au moins un chemin allant de s a i,
il existe au moins un chemin allant de i a p.

Pour tout arc u € U, il existe une capacité c(u), non négative, représentant le flux
maximal pouvant circuler sur cet arc. Nous noterons le réseau de transport :
R(X, U, C).
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Théorie des graphes

LFIots optimaux dans un réseau de transport

icam

Un réseau de transport est un graphe orienté sans boucle, avec un sommet d’entrée s
(source) et un sommet de sortie p (puit). Pour chaque sommet i € X,

il existe au moins un chemin allant de s a i,
il existe au moins un chemin allant de i a p.

Pour tout arc u € U, il existe une capacité c(u), non négative, représentant le flux
maximal pouvant circuler sur cet arc. Nous noterons le réseau de transport :
R(X, U, C).

% Le flot peut correspondre a des containers, des camions, des flux électriques, des
flux d'information, des débits de liquide...
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Théorie des graphes

[ Flots optimaux dans un réseau de transport

Définitions icam
1
On note p(u) = @jj, le flux d'un arc u reliant le sommet i au sommet j.

> Si p(u) = c(u), I'arc est dit saturé.

> Si p(u) =0, I'arc est dit bloqué.

Le principe de conservation de la matiére est appliqué : tout ce qui arrive 3 un sommet
i est égal a ce qui en part.
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Théorie des graphes

[ Flots optimaux dans un réseau de transport

Définitions icam

On note p(u) = @jj, le flux d'un arc u reliant le sommet i au sommet j.
> Si p(u) = c(u), I'arc est dit saturé.
> Si p(u) =0, I'arc est dit bloqué.

Le principe de conservation de la matiére est appliqué : tout ce qui arrive 3 un sommet
i est égal a ce qui en part.

La valeur du flot V(¢) du réseau est la quantité totale de flux circulant de s a p

Ve)=D ws= ¢ j€X\{s.p}
J J
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Théorie des graphes

L Flots optimaux dans un réseau de transport

Définitions icam

On note p(u) = @jj, le flux d'un arc u reliant le sommet i au sommet j.
Si p(u) = c(u), I'arc est dit saturé.
Si ¢(u) = 0, I'arc est dit bloqué.

Le principe de conservation de la matiére est appliqué : tout ce qui arrive 3 un sommet
i est égal a ce qui en part.

La valeur du flot V() du réseau est la quantité totale de flux circulant de s a p

V(e) =D e5=D ¢ J €X\{s,p}
J J

Considérons une chaine CH (séquence non orientée). On appelle
arc direct ut, un arc dont I'orientation va dans le méme sens que la séquence,

arc indirect u—, un arc dont |'orientation va dans le sens inverse de la séquence.

La chaine est dite augmentante pour un flot donné si
p(ut) < c(uh) vu' € CH,
(™Y > 0 Yu— e CH
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Théorie des graphes

LFIots optimaux dans un réseau de transport

icam
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Théorie des graphes

LFIots optimaux dans un réseau de transport

icam

w16 = 3, ps3 =5, p5p = 9.

ps1 et 16 sont saturés, o6 est bloqué.
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Théorie des graphes

LFIots optimaux dans un réseau de transport

icam

w16 =3, ps3 =5, psp = 0.
ps1 et 16 sont saturés, o6 est bloqué.

La valeur actuelle du flot est 13.
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Théorie des graphes

LFIots optimaux dans un réseau de transport

icam

w16 = 3, ps3 =5, p5p = 9.

ps1 et 16 sont saturés, o6 est bloqué.

La valeur actuelle du flot est 13.

La chafne (s,3,5,6, p) est une chaine augmentante.

(s,3), (3,5) et (6, p) sont des arcs directs; (6,5) est indirect.

Pour cette chaine augmentante, on a § = 1.
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Théorie des graphes

LFIots optimaux dans un réseau de transport

icam

Pour un réseau donné R(X, U, C), le probléme du flot maximum consiste a
déterminer un flot admissible dont la valeur est maximale :

V = max V()
©
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Théorie des graphes

LFIots optimaux dans un réseau de transport

icam

Pour un réseau donné R(X, U, C), le probléme du flot maximum consiste a
déterminer un flot admissible dont la valeur est maximale :

V = max V()
©

Propriété utile :
S'il existe une chaine augmentant par rapport a un flot ¢, il est possible de
construire un flot ¢’ tel que V(¢') > V(). Pour cela, on pose :
o'(ut)=p(u)+4d, Vu' e CH,
o' (u™) = p(u) -6, Yu~ € CH
6 est défini par :

{ dut) =
dw) =

I
o)
~
<
=
|
S
BN
=
=

Yu™ c CH . . ’
Yu~ e CH 0= min c(u)>0

|

S
~

[S
S
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Théorie des graphes

LFIots optimaux dans un réseau de transport

: L icam
Reprenons I'exemple précédent.

La valeur actuelle du flot est 13.
La chaine (s,3,5,6, p) est une chaine augmentante.

(s,3), (3,5) et (6, p) sont des arcs directs; (6,5) est indirect.
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Théorie des graphes
LFIots optimaux dans un réseau de transport

: L icam
Reprenons I'exemple précédent.
La valeur actuelle du flot est 13.

La chaine (s,3,5,6, p) est une chaine augmentante.

(s,3), (3,5) et (6, p) sont des arcs directs; (6,5) est indirect.

Pour cette chaine augmentante, on a § = 1.
Nous pouvons modifier les flux : ¢l3 = 6, @35 = 4, g5 = 0 et g, =3

La valeur du flot est maintenant égale a 14.
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Théorie des graphes

- Flots optimaux dans un réseau de transport

Comment trouver le flot maximal ? icam
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Théorie des graphes

l*Flov:s optimaux dans un réseau de transport

Comment trouver le flot maximal ? icam

Algorithme de Ford et Fulkerson

on part d'un flot initial ¢ (qui peut é&tre nul)
a l'itération k :

déterminer une chaine augmentante par rapport au flot courant ¢, _1,
construire le nouveau flot ¢y tel que V(¢k) > V(pk—1).

s'il n'existe aucune chaine augmentante — le flot courant est optimal.
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Théorie des graphes

l*Flov:s optimaux dans un réseau de transport

Comment trouver le flot maximal ? icam

Algorithme de Ford et Fulkerson

on part d'un flot initial ¢ (qui peut é&tre nul)
a l'itération k :

déterminer une chaine augmentante par rapport au flot courant ¢, _1,
construire le nouveau flot ¢y tel que V(¢k) > V(pk—1).

s'il n'existe aucune chaine augmentante — le flot courant est optimal.

Algorithme pour le recherche d'une chaine augmentante :

initialement, seul le sommet s est marqué avec |'étiquette (4, c0),

si a partir d'un sommet i déja marqué, il y a un arc direct u™ = (i, ), le sommet
Jj est marqué avec

(+i,95) avec §; = min{d;, ¢j — @i},

si a partir d'un sommet i déja marqué, il y a un arc indirect u— = (j, i), le
sommet j est marqué avec

(—i,95) avec §; = min{d;, ji},
le marquage s'arréte quand le sommet p est marqué.
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Théorie des graphes

LFIots optimaux dans un réseau de transport
D
icam
Reprenons I'exemple précédent.

Partons d'un flot nul, ¢9 = 0.
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Théorie des graphes

LFIots optimaux dans un réseau de transport
D
icam
Reprenons I'exemple précédent.

Partons d'un flot nul, ¢9 = 0.

chaine augmentante (s, 1,5, p) avec les étiquettes : (+s,6), (+1,4), (+5,4),
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Théorie des graphes

LFIots optimaux dans un réseau de transport
-
icam
Reprenons I'exemple précédent.

Partons d'un flot nul, ¢9 = 0.

chaine augmentante (s, 1,5, p) avec les étiquettes : (+s,6), (+1,4), (+5,4),

chaine augmentante (s, 1,6,5, p) avec les étiquettes : (+s,2), (+1,2), (+6,1),
(+5,1),
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Théorie des graphes

LFIots optimaux dans un réseau de transport
-
icam
Reprenons I'exemple précédent.

Partons d'un flot nul, ¢9 = 0.

chaine augmentante (s, 1,5, p) avec les étiquettes : (+s,6), (+1,4), (+5,4),

chaine augmentante (s, 1,6,5, p) avec les étiquettes : (+s,2), (+1,2), (+6,1),
(+5,1),

chaine augmentante (s, 1,6, p) avec les étiquettes : (+s,1), (+1,1), (+6,1).
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Théorie des graphes

LFIots optimaux dans un réseau de transport
D

suite...
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Théorie des graphes

LFIots optimaux dans un réseau de transport
D

suite...

chaine augmentante (s,2,1,6, p) avec les étiquettes : (+s,2), (+2,1), (+1,1),
(+6,1),
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Théorie des graphes

LFIots optimaux dans un réseau de transport
D

suite...

chaine augmentante (s,2,1,6, p) avec les étiquettes : (+s,2), (+2,1), (+1,1),
(+6,1),

chalne augmentante (s, 2,4, p) avec les étiquettes : (+s,1), (+2,1), (+4,1),
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Théorie des graphes
LFIots optimaux dans un réseau de transport

icam
suite...

chaine augmentante (s,2,1,6, p) avec les étiquettes : (+s,2), (+2,1), (+1,1),

(+6,1),

chalne augmentante (s, 2,4, p) avec les étiquettes : (+s,1), (+2,1), (+4,1),

chalne augmentante (s, 3,2,5, p) avec les étiquettes : (+s,8), (+3,1), (+2,1),

(+5,1).

RECHERCHE OPERATIONNELLE 68 / 72
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Théorie des graphes
LFIots optimaux dans un réseau de transport
LY,
suite...
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Théorie des graphes

LFIots optimaux dans un réseau de transport
LY,

. icam
suite...

itér. 7 chaine augmentante (s, 3,4, p) avec les étiquettes : (+s,7), (+3,1), (+4,1),

Y. ARIBA - I3.5MIA INFORMATIQUE/RO RECHERCHE OPERATIONNELLE 69 / 72



Théorie des graphes

LFIots optimaux dans un réseau de transport

. icam
suite...

chaine augmentante (s, 3,4, p) avec les étiquettes : (+s,7), (+3,1), (+4,1),
chaine augmentante (s, 3,5, p) avec les étiquettes : (+s,6), (+3,5), (+5,3),
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Théorie des graphes

LFIots optimaux dans un réseau de transport .

suite... lcam
chaine augmentante (s, 3,4, p) avec les étiquettes : (+s,7), (+3,1), (+4,1),
chaine augmentante (s, 3,5, p) avec les étiquettes : (+s,6), (+3,5), (+5,3),

chaine augmentante (s, 3,5,2,6, p) avec les étiquettes : (+s,3), (+3,2), (—5,1),
(4+2,1), (+6,1).
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Théorie des graphes

LFIots optimaux dans un réseau de transport .

suite... lcam
chaine augmentante (s, 3,4, p) avec les étiquettes : (+s,7), (+3,1), (+4,1),
chaine augmentante (s, 3,5, p) avec les étiquettes : (+s,6), (+3,5), (+5,3),

chaine augmentante (s, 3,5,2,6, p) avec les étiquettes : (+s,3), (+3,2), (—5,1),
(4+2,1), (+6,1).

chaine augmentante (s, 3,5,6, p) avec les étiquettes : (+s,2), (+3,1), (-=5,1),
(+6,1).

= il n'y a plus de chaine augmentante : le flot est maximal,
= le flot maximal est 15.
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Théorie des graphes

LFIots optimaux dans un réseau de transport

icam

D’autres algorithmes et extensions existent, en particulier pour les cas :

d'un réseau non orienté R(X, E, C),

d'un réseau R(X, U, C) pour lequel il existe une capacité max pour les
sommets c(x),

d'un réseau R(X, U, B, C) avec aussi des bornes inférieures sur les arcs
b(u),

d'un réseau R(X, U, C, W) pour lequel les arcs sont valorisés w(u).

Il faut aussi tenir compte de la complexité des algorithmes.
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Théorie des graphes

LFIots optimaux dans un réseau de transport
-

Capacité d’'un réseau routier

2 villes sont reliées par un réseau routier.

Chaque route posséde une capacité maximale en centaine de véhicules par heure.
Ces capacités tiennent compte des ralentissements, des feux, des traversées de
villages...
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Théorie des graphes

LFIots optimaux dans un réseau de transport
-

Capacité d’'un réseau routier

2 villes sont reliées par un réseau routier.

Chaque route posséde une capacité maximale en centaine de véhicules par heure.
Ces capacités tiennent compte des ralentissements, des feux, des traversées de
villages...

= Quel est le débit horaire maximal de véhicules allant de la ville s a la ville p?
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Théorie des graphes

LFIots optimaux dans un réseau de transport

icam

apres application de I'algorithme, nous avons :

= La valeur du flot maximal est 20, soit 2000 véhicules par heure.
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