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Informations pratiques

Contact
Tel : 05 34 50 50 38
Email : yassine.ariba@icam.fr

Forum : Moodle. Favorise le partage, I’auto-formation, la capitalisation

d’informations...
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Informations pratiques

Contact
Tel : 05 34 50 50 38
Email : yassine.ariba@icam.fr

Forum : Moodle. Favorise le partage, I’auto-formation, la capitalisation
d’informations...

Organisation du cours

o Pré-requis : Mathématiques depuis le CP, Mathématiques de ’Ingénieur.

@ 8h en amphi : cours. Présentation sur transparents.
@ 14h de TD : exercices.
@ 2 X 4h de TP.

initiation & Scilab

grille d’évaluation (CR non-noté, pas de TP bilan).
e 1 examen final (1h30-2h).

SSI-MPHY

2/ 127



Informations pratiques

Contact
Tel : 05 34 50 50 38
Email : yassine.ariba@icam.fr

Forum : Moodle. Favorise le partage, I’auto-formation, la capitalisation
d’informations...

Organisation du cours
o Pré-requis : Mathématiques depuis le CP, Mathématiques de ’Ingénieur.
@ 8h en amphi : cours. Présentation sur transparents.

o 14h de TD : exercices.
@ 2 X 4h de TP.

initiation & Scilab

grille d’évaluation (CR non-noté, pas de TP bilan).
1 examen final (1h30-2h).

Sur Moodle

e Documents : transparent cours + exercices + sujets TP.

e Forum.
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Pourquoi ce cours?
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Pourquoi ce cours ?

@ pour compléter vos bases en mathématiques,

@ pour voir des notions qui vous seront indispensables dans de futurs cours,

@ pour apprendre & étre méthodique et prendre du recul par rapport & un

probléme,

@ c’est aussi une introduction & ’analyse numérique et ’algorithmie.
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SISO Suites numériques

Suites numériques

Une suite réelle est une succession d’éléments de R : ug, w1, u2,..., Un.
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Suites numériques

SISO Suites numériques

Une suite réelle est une succession d’éléments de R : ug, u1, uz,..., Un

Une suite numérique réelle, notée (un), est une application

N — R
n o —  Uup
Up
U2
U e
e Us
e
Uo ¢ Uy Us
° °
0 1
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Suites et séries

Une suite numérique réelle peut étre définie de 2 facons :

@ définition explicite : u,, = f(n),

@ définition par récurrence : un41 = f(uy), le premier terme ug étant donné
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SISO Suites numériques

Une suite numérique réelle peut étre définie de 2 facons :

@ définition explicite : u,, = f(n),

@ définition par récurrence : un41 = f(uy), le premier terme ug étant donné

Exemples :

Suite de nombres rationnels

1 B} 101 1

Un:E (’I’LEN) = 1,5,5,1..
Suite de nombres entiers (les carrés)

up = n? = 0,1,4,9...
Suite des nombres impairs
Up = 2n + 1 = 1,3,5,9...

Suite récurrente

Ungp1 = 0.5un — 2 _

{uO:lz = 16,6,1, —2.5...
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SISO Suites numériques

Majoration, minoration

o La suite (un) est majorée par M si, pour tout n € N, u, < M.
e La suite (un) est minorée par m si, pour tout n € N, up, > m.

@ Une suite a la fois majorée et minorée est bornée.

Sens de variation, si pour tout n € N

® Up41 > Un est croissante.

® upt+1 < up est décroissante.

o Une suite a termes strictement positifs est croissante si —ntl > 1.
Un,
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SISO Suites numériques

Convergence d’une suite numériques

Une suite (un ) est convergente si elle admet une limite finie quand n — oo.

Une suite qui n’est pas convergente est divergente.
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SISO Suites numériques

Convergence d’une suite numériques

Une suite (un ) est convergente si elle admet une limite finie quand n — oo.

Une suite qui n’est pas convergente est divergente.

e Toute suite convergente est bornée. La réciproque est fausse.
e Toute suite croissante majorée (décroissante minorée) est convergente.

@ Soient (uy) une suite croissante et (vy,) une suite décroissante. (un) et (vn)
sont dites adjacentes si

Un < Un

nll>moo(vn a un)
Deux suites adjacentes sont convergentes et admettent la méme limite.
e Soient (vp) et (wy) des suites convergentes admettant la méme limite [.
Wy < Up < vy = lim w, < lim up, < lim v,
n— oo n—oo n— oo

= lim uy, =1
n—o0
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SISO Suites numériques

Suites arithmétiques

Une suite arithmétique de raison r est une suite vérifiant la relation de récurrence

n+1 Up + T

On montre que up, = ug + nr (terme général).

e Si r =0, la suite est constante et égale a ug.
e Sir > 0, la suite est croissante et divergente vers +oo.

e Sir <0, la suite est décroissante et divergente vers —oo.

Exemple

1, 3, 5, 7 est une suite arithmétique de raison 2 et de premier terme ug = 1.
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Suites géométriques

Une suite géométrique de raison g est une suite vérifiant la relation de récurrence

On montre que un, = upq™ (terme général).

e Si g =1, la suite est constante et égale & ug.

e Si g > 1, la suite est croissante et divergente vers +oo.
e Si|g| < 1, la suite converge vers 0.
e Si g = —1, la suite n’admet pas de limite et alterne entre ug et —ug.

Si g < —1, la suite diverge et alterne valeurs négatives valeurs positives.

Exemple

2, 6, 18, 54 est une suite géométrique de raison 3 et de premier terme ug = 2.
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Suites et séries
Applications

La suite de Fibonacci

Suite introduite par Leonardo Fibonacci en 1202 pour décrire la croissance d’une
population de lapins sous des hypotheses tres simplifiées.

@ un couple de lapins adultes procrée un nouveau couple de lapins chaque mois.

@ un couple ne peut procréer qu’a partir du troisieme mois de son existence.
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Suites et séries
Applications

La suite de Fibonacci

Suite introduite par Leonardo Fibonacci en 1202 pour décrire la croissance d’une
population de lapins sous des hypotheses tres simplifiées.

@ un couple de lapins adultes procrée un nouveau couple de lapins chaque mois.

@ un couple ne peut procréer qu’a partir du troisieme mois de son existence.

[
Dans cette suite, chaque terme est en fait &
la somme des deux qui le précédent Nl

AL
Un42 = Unt1 + Un S
avec ug = 1 et u; = 1. #*k
e
88w BB OBE m BE m MY
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Suites et séries [EEANSIIIIEYIN]

Remplissage d’un récipient

Soit un récipient vide de contenance 2 litres.

On verse dans celui-ci un litre d’eau, puis un demi-litre, puis un quart, puis un
huitiéme,...

Est-ce que le récipient va déborder ?
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Suites et séries [EEANSIIIIEYIN]

Remplissage d’un récipient
Soit un récipient vide de contenance 2 litres.

On verse dans celui-ci un litre d’eau, puis un demi-litre, puis un quart, puis un
huitiéme,...

Est-ce que le récipient va déborder ?

O 1 ! ! !
na: up=1; w31 =—; uz=—; ugz = —
0 1 2 2 4 3 8

1
Il s’agit d’une suite géométrique de premier terme ug = 1 et de raison ¢ = 3

1
R 1 1 1 1 on+1
Somme des n premiers termes : Sn—1+5+2—2+2—3+...+2—n_171
2
1
lim S, = T =2
n—o00 1— 5
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Suites et séries [EEANSIIIIEYIN]

Evolution d’une dette

A chaque mois n, on définit :

yn : la dette r : 'intérét un : remboursement mensuel
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Suites et séries [EEANSIIIIEYIN]

Evolution d’une dette

A chaque mois n, on définit :

yn : la dette r : 'intérét un : remboursement mensuel

Modele de I’évolution de la dette :

Yn+1l = Yn + T Yn — Un
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Suites et séries [EEANSIIIIEYIN]

Evolution d’une dette

A chaque mois n, on définit :

yn : la dette r : 'intérét un : remboursement mensuel

Modele de I’évolution de la dette :

Yn+1l = Yn + T Yn — Un

Evolution de la dette : 12000

100009 . k k |
r =0.02 8000 - i
yo = 10000 (emprunt initial) 6000 i
400, n=1,...,5 4000 ,

Un = 150, n==6,...,10
800, n=11,...,23 2000 I |

: ki

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 2223
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Suites et séries [EEANSIIIIEYIN]

Dynamique des populations (modélisation basique)

Population = ensemble d’individus d’une méme espéce vivant dans un méme
territoire et

pouvant se reproduire entre eux.

N¢y1 — N¢ = naissances — morts + migrations
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Suites et séries [EEANSIIIIEYIN]

Dynamique des populations (modélisation basique)

Population = ensemble d’individus d’une méme espéce vivant dans un méme
territoire et
pouvant se reproduire entre eux.

N¢y1 — N¢ = naissances — morts + migrations

Modele exponentiel
e population seule (isolée),
@ pas de migrations,

@ naissances et morts proportionnelles a la population courante.
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Suites et séries [EEANSIIIIEYIN]

Dynamique des populations (modélisation basique)

Population = ensemble d’individus d’une méme espéce vivant dans un méme
territoire et
pouvant se reproduire entre eux.

N¢y1 — N¢ = naissances — morts + migrations

Modele exponentiel
e population seule (isolée),
@ pas de migrations,

@ naissances et morts proportionnelles a la population courante.

|Nt+1=Nt+TNt

r : taux intrinseque d’accroissement.
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Suites et séries [EEANSIIIIEYIN]

Prédictions (dépend du taux intrinséque d’accroissement)

e Si (14 ) > 1, croissance exponentielle de la population (div).

@ Sil> (1+7)> 0, extinction exponentielle de la population (cv — 0).

e Sir =0, équilibre démographique.
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Suites et séries [EEANSIIIIEYIN]

Prédictions (dépend du taux intrinséque d’accroissement)

e Si (14 ) > 1, croissance exponentielle de la population (div).
e Sil> (1+r) >0, extinction exponentielle de la population (cv — 0).

e Sir =0, équilibre démographique.

Considérons une population avec un nombre d’individus initial de Ng = 4 et un
taux d’accroissement de r = 0.5

300 T T T T
250 - q

200 - 4

100

500 R .
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Suites et séries [EEANSIIIIEYIN]

Critique du modele

e La population ne peut pas croitre indéfiniment.

e Le milieu possede une capacité maximale (limitation des ressources,
surpopulation...)
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Critique du modele

o La population ne peut pas croitre indéfiniment.

o Le milieu posséde une capacité maximale (limitation des ressources,
surpopulation...)
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Suites et séries [EEANSIIIIEYIN]

Critique du modele

e La population ne peut pas croitre indéfiniment.

e Le milieu possede une capacité maximale (limitation des ressources,
surpopulation...)

Modele logistique
e population seule (isolée),
o pas de migrations,

e prise en compte de la limitation des ressources.

Niy1 = Nt +7"Nt(1— %)

r : taux intrinseque d’accroissement.
k : capacité de charge du milieu.
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Suites et séries [EEANSIIIIEYIN]

Prédictions (avec r > 0)

e Si Nt < k, la population croit.

e Si Nt > k, la population décroit, la population est supérieure a la capacité du
milieu.

e Si Ny = k, stabilisation de la population.

SSI-MPHY 18 / 127



Suites et séries [EEANSIIIIEYIN]

Prédictions (avec r > 0)

e Si Nt < k, la population croit.

e Si Nt > k, la population décroit, la population est supérieure a la capacité du
milieu.

e Si Ny = k, stabilisation de la population.

Considérons une population avec un taux d’accroissement de r = 0.5 vivant dans
un milieu de capacité maximale k = 300 et pour différentes conditions initiales

(No).

5009 ‘ ‘ — o N4

" o Ny=20
4007":7 ¢ NOZISO
o <0 N_=500
300 AR ”°“g“‘8“‘“°“°“°“8"3\““”‘“8“*"““““'““

¢ o
¢ ¢ © ¢
L4 o

15 20
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Suites et séries [EEANSIIIIEYIN]

Point fixe d’une fonction

Théoreme du point fixe

Soit une fonction f continue et dérivable sur un intervalle [a, b], telle que
o les valeurs de f sont dans [a, b], c’est-a-dire f([a,b]) C [a, b]
f@l <1,

o et

alors I’équation f(x) = z admet une solution unique « et la suite un+1 = f(un)
converge vers a.
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Suites et séries [EEANSIIIIEYIN]

Point fixe d’une fonction

Théoreme du point fixe

Soit une fonction f continue et dérivable sur un intervalle [a, b], telle que
o les valeurs de f sont dans [a, b], c’est-a-dire f([a,b]) C [a, b]
f@l <1,
alors I’équation f(x) = z admet une solution unique « et la suite un+1 = f(un)
converge vers o.

o et

f(x)

a b X
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Suites et séries [EEANSIIIIEYIN]

Point fixe d’une fonction

Théoreme du point fixe

Soit une fonction f continue et dérivable sur un intervalle [a, b], telle que
o les valeurs de f sont dans [a, b], c’est-a-dire f([a,b]) C [a, b]
f@l <1,
alors I’équation f(x) = z admet une solution unique « et la suite un+1 = f(un)
converge vers o.

o et

() I S ————— ------------------
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Suites et séries [EEANSIIIIEYIN]

Point fixe d’une fonction

Théoreme du point fixe

Soit une fonction f continue et dérivable sur un intervalle [a, b], telle que
o les valeurs de f sont dans [a, b], c’est-a-dire f([a,b]) C [a, b]
f@l <1,
alors I’équation f(x) = z admet une solution unique « et la suite un+1 = f(un)
converge vers o.

o et

() I S ————— ------------------

Uy -

a W o b X
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Suites et séries [EEANSIIIIEYIN]

Point fixe d’une fonction

Théoreme du point fixe

Soit une fonction f continue et dérivable sur un intervalle [a, b], telle que
o les valeurs de f sont dans [a, b], c’est-a-dire f([a,b]) C [a, b]

f@l <1,

alors I’équation f(x) = z admet une solution unique « et la suite un+1 = f(un)
converge vers a.

o et

f(a)--

ug

auO U a b X
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Suites et séries [EEANSIIIIEYIN]

Point fixe d’une fonction

Théoreme du point fixe

Soit une fonction f continue et dérivable sur un intervalle [a, b], telle que
o les valeurs de f sont dans [a, b], c’est-a-dire f([a,b]) C [a, b]
f@l <1,
alors I’équation f(x) = z admet une solution unique « et la suite un+1 = f(un)
converge vers o.

o et

()] P ------------------
u2

Uy -

q Yo uj Uzd b X
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Suites et séries [EEANSIIIIEYIN]

Méthode de Newton (cas particulier du théoréme du point fixe)

On cherche a résoudre une équation de la forme

f(x) =0

C’est-a-dire que 'on cherche la valeur &, telle que f(&) = 0.
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Suites et séries [EEANSIIIIEYIN]

Méthode de Newton (cas particulier du théoréme du point fixe)

On cherche a résoudre une équation de la forme

f(x) =0

C’est-a-dire que 'on cherche la valeur &, telle que f(&) = 0.

2>
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Suites et séries [EEANSIIIIEYIN]

Méthode de Newton (cas particulier du théoréme du point fixe)

On cherche a résoudre une équation de la forme

f(x) =0

C’est-a-dire que 'on cherche la valeur &, telle que f(&) = 0.

Partons d’une valeur initiale xg assez “proche” &, cherchons un incrément § tel que

f(x1) ~0 avec z1=z0+90
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Suites et séries [EEANSIIIIEYIN]

Faisons une estimation de la dérivée de f en zg

(o) ~ f(z1) g f(xo)‘

Nous approchons alors la valeur f(z1) par linéarisation

f(@1) =~ f(zo) + f'(z0) &
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Suites et séries [EEANSIIIIEYIN]

Faisons une estimation de la dérivée de f en zg

(o) ~ f(z1) g f(xo)‘

Nous approchons alors la valeur f(z1) par linéarisation

f(@1) =~ f(zo) + f'(z0) &

En posant f(z1) =0, il reste
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Suites et séries [EEANSIIIIEYIN]

Faisons une estimation de la dérivée de f en zg

J(@1) = f(w0)

I (z0) ~ 5

Nous approchons alors la valeur f(z1) par linéarisation

f(@1) =~ f(zo) + f'(z0) &

En posant f(z1) =0, il reste

A chaque itération, un nouveau point d’abscisse x, est calculé

_ f(zn)
f'(zn)

Tn+1 = Tn
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Suites et séries [EEANSIIIIEYIN]

/’H>
\
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Suites et séries [EEANSIIIIEYIN]

/’H>
\

Zo
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Suites et séries [EEANSIIIIEYIN]

y(x) = f(xo) + f'(zo)(z — x0)
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Suites et séries [EEANSIIIIEYIN]

y(x) = f(xo) + f'(z0)(x — x0)
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Suites et séries [EEANSIIIIEYIN]

Exemple pour le calcul d’une racine carrée

Le calcul de v/a revient & résoudre

fl@)=0 avec flz)=2%—a.
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Suites et séries [EEANSIIIIEYIN]

Exemple pour le calcul d’une racine carrée

Le calcul de v/a revient & résoudre

fl@)=0 avec flz)=2%—a.

Par application de la méthode de Newton nous avons :

ITn4+l = Tn —
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Suites et séries [EEANSIIIIEYIN]

Exemple pour le calcul d’une racine carrée
Le calcul de /a revient & résoudre

fl@)=0 avec flz)=2%—a.
Par application de la méthode de Newton nous avons :

ITn4+l = Tn —
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Suites et séries [EEANSIIIIEYIN]

Exemple pour le calcul d’une racine carrée

Le calcul de v/a revient & résoudre

fl@)=0 avec flz)=2%—a.

Par application de la méthode de Newton nous avons :

Tn+l = Tn — —

Calculons le nombre v/2 :

posons xg = 1, puis : 1 = 1.5, x9 = 1.4167, x3 = 1.4142, ...

IcaM, TOULOUSE.
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Suites et séries ISR EIETIES

Séries numériques

Soit une suite numérique (un) :

ug, UL, U2, ..., Un

On appelle série de terme général uy,, la suite des sommes partielles

n
Sn = Z Uk
k=0
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Suites et séries ISR EIETIES

Séries numériques

Soit une suite numérique (un) :

ug, UL, U2, ..., Un

On appelle série de terme général uy,, la suite des sommes partielles

n
Sn = Z Uk
k=0

So = uo S1 = uo+u1 So = up+ui+us . Sn = uptui+uz+...+un
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Suites et séries ISR EIETIES

Séries numériques

Soit une suite numérique (un) :

ug, UL, U2, ..., Un

On appelle série de terme général uy,, la suite des sommes partielles

n
Sn = Z Uk
k=0
So = uo S1 = uo+u1 So = up+ui+us . Sn = uptui+uz+...+un

Si la limite notée S existe et est finie

S = lim S,

n—oo

la série est dite convergente et S est appelé la somme de la série.
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Suites et séries ISR EIETIES

Exemples particuliers

Somme des n premiers entiers (série de Gauss) :
n(n+1)
2

(terme général : suite arithmétique de raison 1 et de premier terme ug = 0)

1+24+3+...4+n =
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Suites et séries ISR EIETIES

Exemples particuliers

Somme des n premiers entiers (série de Gauss) :
n(n+1)
2

(terme général : suite arithmétique de raison 1 et de premier terme ug = 0)

1+24+3+...4+n =

Série de terme général (u,) une suite arithmétique de raison r et de premier terme
uo
(n 4 1)(un +uo)

Sn = wotuit...fun = uot+(uo+r)+...+(uotnr) = 5
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Suites et séries ISR EIETIES

Exemples particuliers

Somme des n premiers entiers (série de Gauss) :
n(n+1)
2

(terme général : suite arithmétique de raison 1 et de premier terme ug = 0)

1+24+3+...4+n =

Série de terme général (u,) une suite arithmétique de raison r et de premier terme
uo
(n 4 1)(un +uo)

Sn = wotuit...fun = uot+(uo+r)+...+(uotnr) = 5

Série de terme général (un) une suite géométrique de raison g et de premier terme
uo
1— qn+1

Sp= wtur+...+un = up+uog+uog®+...+uog” = uo -
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Suites et séries ISR EIETIES

Convergence : La série converge si (Sn) admet une limite finie. On note alors

“+o00
S = Z Un.
n=0

n
Si la série S,, = E ug est convergente, alors lim wun, =0
P n— o0
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Suites et séries ISR EIETIES

Convergence : La série converge si (Sn) admet une limite finie. On note alors

“+o00
S = Z Unp.
n=0

n
Si la série S,, = E ug est convergente, alors lim wun, =0
P n— o0

C’est une condition nécessaire, si lim w, # 0, alors la série S,, diverge.
n—o0
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Suites et séries ISR EIETIES

Convergence : La série converge si (Sn) admet une limite finie. On note alors

+oo
S = Z Un.
n=0

n
Si la série S,, = E ug est convergente, alors lim wun, =0
P n— o0

C’est une condition nécessaire, si lim Un 07 alors la série Sn diverge.
]
n—o0

Démonstration :

Supposons que (S, ) est une série convergente. On a

n =i
Sp = Zuk et Sn—1= Z Uk = Sn—Sn—1=Un.
k=0 k=0
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Suites et séries ISR EIETIES

Convergence : La série converge si (Sn) admet une limite finie. On note alors

+oo
S = Z Unp.
n=0

n
Si la série S,, = E ug est convergente, alors lim wun, =0
P n— o0

C’est une condition nécessaire, si lim Un 07 alors la série Sn diverge.
]
n—o0

Démonstration :

Supposons que (S, ) est une série convergente. On a

n =il
Sp = Zuk et Sn—1 = Z Uk = Sn—Sn—1 = Un.
k=0 k=0

Puisque la série est convergente, on a également

lim S, = lim S,-1 = S.
n— oo n— oo
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Suites et séries ISR EIETIES

Convergence : La série converge si (Sn) admet une limite finie. On note alors

+oo
S = Z Unp.
n=0

n
Si la série S,, = E ug est convergente, alors lim wun, =0
P n— o0

C’est une condition nécessaire, si lim Un 07 alors la série Sn diverge.
]
n—o0

Démonstration :

Supposons que (S, ) est une série convergente. On a
n —1

Sp = Zuk et Sn—1= Z Uk = Sn—Sn—1=Un.
k=0 k=0

Puisque la série est convergente, on a également

lim S, = lim S,-1 = S.

n— oo n— oo
Donc
lim S,— lim S,-1 = lim (Sp,—Sp4+1) = lim v, = S-S =0.
n— oo n— 00 n— oo n— oo
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Exemple 1

Reprenons la série dont le terme général est une suite géométrique (un+1 = Unq)
1— qn+1

Sn= wotur+...+un = ug
1—gq
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Exemple 1

Reprenons la série dont le terme général est une suite géométrique (un+1 = Unq)

1— qn+1
Shn= wotui+...+tup = uUug———
1—gq
Nous pouvons conclure que
e si |g| < 1, la série converge (S = flq), et la suite géométrique (up) converge
bien vers 0,
e si |g| > 1, la suite et la série divergent.

SSI-MPHY 27 /127



Exemple 1
Reprenons la série dont le terme général est une suite géométrique (un+1 = Unq)
1— qn+1
Shn= wotui+...+tup = uUug———
1-4¢
Nous pouvons conclure que
e si |g| < 1, la série converge (S = 1—1(]), et la suite géométrique (up) converge
bien vers 0,
e si |g| > 1, la suite et la série divergent.

Exemple 2

la convergence vers 0 du terme général n’est qu'une condition nécessaire. Soit la
série de terme général (un)

Up =N —Vn — avec ug = 0.

La série s’exprime simplement sous la forme S,, = /n
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Exemple 1

Reprenons la série dont le terme général est une suite géométrique (un+1 = Unq)
1— qn+1
Shn= wotui+...+tup = uUug———
1-4¢
Nous pouvons conclure que
e si |g| < 1, la série converge (S = 1—1(]), et la suite géométrique (up) converge
bien vers 0,
e si |g| > 1, la suite et la série divergent.

Exemple 2

la convergence vers 0 du terme général n’est qu'une condition nécessaire. Soit la
série de terme général (un)

Up =vn—+vn—1 avec ug = 0.

La série s’exprime simplement sous la forme S,, = /n

La série est donc divergente, tandis que la suite (un) converge vers 0 :

1 n——+oo
— —v/n—1= 0.
Un = Vn—vn Jan+tvn—1
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Suites et séries ISR EIETIES

Séries a termes positifs

Une série Sp, = Y un est & termes positifs si, Vn, un, > 0.

Théoréme de comparaison

Soit > un et > vy, deux séries & termes positifs tels que un < vy, pour n > ng.

e Si ) vy, converge, alors Y uy, converge.

e Si Y wuy diverge, alors Y v, diverge.
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Suites et séries ISR EIETIES

Séries a termes positifs

Une série S, = Y upn est & termes positifs si, Vn, up > 0.

Théoréme de comparaison

Soit > un et > vy, deux séries & termes positifs tels que un < vy, pour n > ng.

e Si ) vy, converge, alors Y uy, converge.

e Si Y wuy diverge, alors Y v, diverge.

Exemple : soit la série de terme général

_ 2 +sinn
Un = 3n+1
On a: 3 1
n,0 < up < FEEEY = an

Puisque la série > 3%, converge (cf. critére de d’Alembert), la série Y u, converge.

ARIBA - U b SSI-MPHY 28 /127



Suites et séries ISR EIETIES

L’équivalence entre deux suite permet d’évaluer la nature d’une série a partir
d’une seconde plus facile & déterminer.

Emploi des équivalents

Soit Y un et Y v, deux séries & termes positifs. Si

Up, ~ Up

(ou plus généralement si uy /v, a une limite finie non-nulle), alors les séries
correspondantes sont de méme nature.
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Suites et séries [ISIGETN iques

L’équivalence entre deux suite permet d’évaluer la nature d’une série a partir
d’une seconde plus facile & déterminer.

Emploi des équivalents
Soit Y un et Y v, deux séries & termes positifs. Si
Un ~ Un
(ou plus généralement si uy /v, a une limite finie non-nulle), alors les séries

correspondantes sont de méme nature.

Exemples :

Enn — 400, 0n a:

11 n3+2n+5 5
sin — ~ — et -  ~n

n n n+ 2
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Suites et séries [ISIGETN iques

Séries de Riemann

oo

. 1
C’est une série de la forme —
n
n=1

@ converge si o > 1

o divergesi a <1

Critére de Cauchy

Soit > up une série & termes positifs. Supposons que nlew Yup =L
e si L <1, uy, converge
o si L>1, > uy, diverge

Critére de d’Alembert

Soit > up une série & termes strictement positifs. Supposons que

. Un+1
lim —*L —
n—00  Up

o si L <1, un converge

o si L>1,> up diverge
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Suites et séries ISR EIETIES

Séries a termes de signes quelconques

Les régles de Riemann, Cauchy et d’Alembert ne s’appliquent qu’aux séries a
termes positifs. Lorsque le terme général u,, d’une série ne reste pas positif, ou est
complexe, on doit appliquer ces régles a la série de terme général |un|. Si la série
>~ |un| converge, le théoréme de convergence absolue affirme que la série de terme
général u,, converge aussi. Attention, la réciproque est fausse.

E |un| converge = E un converge
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Série de Fourier
Rappels

Une fonction z, définie sur R, est dite périodique de période T' € R* si

z(t+T)==z(t), VteR.

i i
-25 -20 -15 -10 -5 0 5 10 15 20 25
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Série de Fourier
Rappels

Fonctions périodiques élémentaires : sin et cos
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Série de Fourier
Rappels

Fonctions périodiques élémentaires : sin et cos

Fonction z(t) = cos(wt) est caractérisée par

@ sa pulsation w (en rad/s),

@ sa période T (en s), avec w = %,

@ sa fréquence f (en Hz ou s71), avec w = 27 f.

SSI-MPHY 34 /127



Série de Fourier
Rappels

Fonctions périodiques élémentaires : sin et cos
Fonction z(t) = cos(wt) est caractérisée par

@ sa pulsation w (en rad/s),

@ sa période T (en s), avec w = %,

@ sa fréquence f (en Hz ou s71), avec w = 27 f.

2 T
(t) = cos(_ 1)

15+ 1

2 L L L L L
-6 -4 -2 0 2 4 6

temps (s)
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Série de Fourier
Rappel

Représentation habituelle des fonctions ou signaux : la représentation temporelle
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Série de Fourier
Rappel

Représentation habituelle des fonctions ou signaux : la représentation temporelle

% Une autre représentation est possible; tres utilisée ; plus appropriée pour certaines
applications : la représentation fréquentielle.
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Série de Fourier Rappels

Cas le plus simple : sin et cos

Exemple : z(t) = 3 cos(107t)
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Série de Fourier Rappels

Cas le plus simple : sin et cos

Exemple : z(t) = 3 cos(107t)

représentation temporelle
représentation fréquentielle

puls. ou freq.

t
31.42 (rad/s) wou f

%8s 05 o4 0z 0 0z  os 05 os 5 (Hz)

La fonction cos est caractérisée par une seule fréquence.
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Série de Fourier Rappels

Juste un petit peu plus compliqué...

Exemple : z(t) = 3 cos(275t) + 2 cos(276t)
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Série de Fourier Rappels

Juste un petit peu plus compliqué...

Exemple : z(t) = 3 cos(275t) + 2 cos(276t)

représentation temporelle

représentation fréquentielle

[
[=2}

71

o 0z 04 08 08
temps ()

La fonction est caractérisée par deux fréquences.
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Série de Fourier 8]

Définitions

Qu’est-ce que sont les séries de Fourier 7
@ décomposition d’un signal périodique en une somme de sinusoides élémentaires.

@ permet la caractérisation des harmoniques des signaux périodiques.
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Définitions

Qu’est-ce que sont les séries de Fourier 7
@ décomposition d’un signal périodique en une somme de sinusoides élémentaires.

@ permet la caractérisation des harmoniques des signaux périodiques.

Formule de décomposition en série de Fourier :

Soit z une fonction périodique de période T sur R. Sous certaines conditions de
continuité et de dérivabilité, z(t) peut se décomposer sous la forme

“+oo
z(t) = ap + Z ay, cos(nwt) + by, sin(nwt)
n=1
avec w = 2%,
1 /T 2 [T 2 [T
ap = 7/ z(t) dt an = 7/ x(t) cos(nwt) dt by, = 7/ z(t) sin(nwt) dt
T M T Jo T Jo

SSI-MPHY 38 /127



La fonction z est périodique de période T, et donc de pulsation w = 2%

La décomposition en Série de Fourier exprime z comme une somme pondérée de cos
et sin de fréquences multiples de celle de = :

+oo
z(t) = ao + Z an cos(nwt) + by, sin(nwt)

n=1

= ag + a1 cos(wt) + by sin(wt) + as cos(2wt) + ba sin(2wt) + as cos(3wt) + bz sin(3wt) + . ..

Icam, TouLo! SSI-MPHY 39 /127



La fonction z est périodique de période T, et donc de pulsation w = 2%

La décomposition en Série de Fourier exprime z comme une somme pondérée de cos
et sin de fréquences multiples de celle de = :

“+oo
z(t) = ap + Z ay, cos(nwt) + by, sin(nwt)

n=1

= ag + ay cos(wt) + by sin(wt) + a2 cos(2wt) + bz sin(2wt) + az cos(3wt) + bz sin(3wt) + ..
~~

moy fondamentale harmoniques

@ ag est la valeur moyenne de la fonction x.

@ Les termes de pulsation w sont les composantes fondamentales, car de méme
période que z.

@ Les termes de pulsation nw avec n > 1 sont les composantes harmoniques de la
fonction, car multiples de la période de x.

@ Les coefficients {an, b, } sont des constantes, ils traduisent la contribution de la

n'*™¢ harmonique dans le signal.
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Exemple : considérons le signal carré périodique x(t).

12r 3

0.6 1

0. L L L L L I I I

temps

Période T' =4 s; fréquence f = 0.25 Hz; pulsation w = 3 = 1.57 rad/s
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Décomposons z(t) en série de Fourier.

1 /2 1t
°eay = 7/ z(t)dt = 7/ 1dt = 0.5
T/, 1),
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Décomposons z(t) en série de Fourier.

1 /2 1t
°eay = 7/ z(t)dt = Z/ 1dt = 0.5

T/ 2 —1
2 2
°a, = 7/ z(t) cos(nwt) dt
T/ 2
1 1
an = 7/ cos(nwt) dt
2/

_ 1 [sin(nwt)}l
) nw 1

2
= — sin(nz)
nmw 2

ULOUSE SSI-MPHY 41 /127



Décomposons z(t) en série de Fourier.

1 /2 1t
°eay = 7/ z(t)dt = Z/ 1dt = 0.5

T/ 2 —1
2 2
°a, = 7/ z(t) cos(nwt) dt
T/ 2
1 1
an = 7/ cos(nwt) dt
2/
1 [sin(nwt)}l
) nw 1
2 . T
= Esm(nQ)
e b, =0
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Série de Fourier
Nous avons donc pour z(t) I’expression :

+oo
z(t) = ap + Z an cos(nwt)

n=1

SSI-MPHY 42 /127



Série de Fourier
Nous avons donc pour z(t) I’expression :

+oo
z(t) = ap + Z an cos(nwt)

n=1

soit

z(t) = 0.5+ io (3 Sin(ng)) cos(ngt)

nm
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Série de Fourier
Nous avons donc pour z(t) I’expression :

—+o0
z(t) = ap + Z an cos(nwt)
n=1

soit

z(t) = 0.5+ io (ni Sin(ng)) cos(ngt)

soit

2 2 2
z(t) = 0.5 + — cos(wt) — — cos(3wt) + — cos(bwt) + ...
T 3T 5T
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2 2 2
z(t) = 0.5 + — cos(wt) — — cos(3wt) + — cos(bwt) + ...
bl 3 5t

2
z(t) ~ 0.5+ — cos(zt
T 2

)
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2 2 2
z(t) = 0.5 + — cos(wt) — — cos(3wt) + — cos(bwt) + ...
bl 3 5t

2 s 2 ™
x(t) ~ 0.5+ —cos(—t) — — cos(3—t
(1) 0.5+ = cos(t) = = cos(321)

121 -
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2 2 2
z(t) = 0.5 + — cos(wt) — — cos(3wt) + — cos(bwt) + ...
T 3T 5T

9

2 ™ ™
z(t) ~ 0.5+ — si - s(n—t
(t) 5 Z (TI,?T 51n(n2 )) cos(n2 )
n=1
1.2r- -
0.8 . V ]
0.6 B
04F 4
0.2 -
o Aand Annadl Anah Aanh
kAR LARL' VA4 kALY
Py I \ \ : \ \ \ \
-8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8
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2 2 2
z(t) = 0.5 + — cos(wt) — — cos(3wt) + — cos(bwt) + ...
T 3T 5T

99

2(t) ~ 0.5+ > (% sin(ng)) cos(n=t)

n=1 2

1.2r- -

0.8 B

0.6 B

0.4 -

0.2 -
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Série de Fourier
Le principe réside dans le calcul des coefficients :

T
/ z(t) sin(nwt)dt
0

N

1T 2 (T
ap = ?/0 x(t)dt an = F/0 z(t) cos(nwt)dt bn =
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Série de Fourier
Le principe réside dans le calcul des coefficients :

T
/ z(t) sin(nwt)dt
0

N

1 (T 2 (T
ap = ?/0 x(t)dt an = ?/0 z(t) cos(nwt)dt bn =
Propriétés :

o Le coefficient ag représente la valeur moyenne de la fonction x.

e Si la fonction est paire, z(—t) = z(¢), alors tous les coefficients b, sont nuls.

e Si la fonction est impaire, z(—t) = —x(t), alors tous les coefficients a, sont
nuls.
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Série de Fourier Représentation spectrale

Représentation spectrale

Expression d’un signal périodique z(t) avec les séries de Fourier :

+o0
z(t) = ap + Z ay cos(nwt) + by, sin(nwt)

n=1

@ z(t) est représenté par une somme de cos et de sin,
@ les cos et sin ont une fréquence multiple de celle de z(t) : w, 2w, 3w, 4w, ...

o les coefficients ag, a, et b, sont des constantes
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Série de Fourier Représentation spectrale

Représentation spectrale

Expression d’un signal périodique z(t) avec les séries de Fourier :

+o0
z(t) = ap + Z ay cos(nwt) + by, sin(nwt)

n=1

@ z(t) est représenté par une somme de cos et de sin,
@ les cos et sin ont une fréquence multiple de celle de z(t) : w, 2w, 3w, 4w, ...

o les coefficients ag, a, et b, sont des constantes

% Le signal z(t) est donc caractérisé par sa fréquence w et les coefficients (ag, an et
by).
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Série de Fourier Représentation spectrale

La représentation spectrale consiste a représenter les coefficients a,, et b,, par
rapport a la pulsation correspondante nw :

@ en abscisse : les pulsations nw.

@ en ordonnée : le “module” des coefficients A, = (/a2 +b2.
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Série de Fourier Représentation spectrale

La représentation spectrale consiste a représenter les coefficients a,, et b,, par
rapport a la pulsation correspondante nw :

@ en abscisse : les pulsations nw.

@ en ordonnée : le “module” des coefficients A, = (/a2 +b2.

A

aop A3

A Ay As

0 ® 20 30 40 50

% Nous avons ainsi une représentation de la caractéristique fréquentielle du signal z(t).
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Série de Fourier Représentation spectrale

Reprenons ’exemple précédent :

= 2 ™ ™
t) = 0.5 — si — -1
z(t) +n71 (TLTI' sin(n 2)) cos(n2 )
aq R e
an

soit

2 2 2
z(t) = 0.5 + — cos(wt) — — cos(3wt) + — cos(bwt) + ...
™ 3 5m
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Série de Fourier Représentation spectrale

Reprenons ’exemple précédent :

<t>—05+§(2 in ”)) (nZt)
T = . P oy sim(n 2 COSs n2
aq R e
an,

soit

2 2 2
z(t) = 0.5 + — cos(wt) — — cos(3wt) + — cos(bwt) + ...
™ 3 5m

3 o

0.5

w 2w 3w 4w bw 6w Tw
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Exemples
W J
Exemple 1 : o8| R
Soit le signal en escalier z(t) : 06 1
04
1 pour 0<t<1
0.5  pour 1<t<2 o2r
0 pour 2<t<3 L1
- . , \ \
% -2 [ 2 4 6 8
temps
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Exemples
W J
Exemple 1 : o8| R
Soit le signal en escalier z(t) : 06 1
04
1 pour 0<t<1
0.5  pour 1<t<2 o2r
0 pour 2<t<3 L1
- . , \ \

temps

Calculons les coefficients de Fourier correspondants
apg = 0.5

1 in( 27 )+ sin 4 ) o
an, = — | sin(n— sin(n— =
" 2nm 3 3

by = (27cos(n2§) 7cos(n4§)>.
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z(t) ~ 0.5 4+ 0.478 sin(wt)
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z(t) ~ 0.5 4+ 0.478 sin(wt) + 0.239 sin(2wt)
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1 2 4
o (2 - cos(n%) — cos(n%)) sin(nwt)

9
2(t) =05+ Y
n=1

-0. L L L L
-4 -2 0 2 4 6 8
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21 2 4dr
t) ~ 0.5 — (2 —) - — i t
z(t) +7;1 2n7r( cos(n 3 ) — cos(n 3 ) sin(nwt)

0.6 -

04r 1

temps
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Représentation spectrale

2
icl, w = ?’” soit 2.094 rad/s.

0.5 0.478

0.239

0.119 0.096

0.068
| . |

T T T 1
w 2w 3w 4w bw bw Tw
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Exemple 2 :
Soit un signal en dents de scie z(t)

@ de période T' = 3s, de pente %

amplitude x()

@ d’amplitude 1 et de valeur
moyenne nulle.

temps (s)
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Exemple 2 :
Soit un signal en dents de scie z(t)

@ de période T' = 3s, de pente %

amplitude x()

@ d’amplitude 1 et de valeur
moyenne nulle.

temps (s)

Calculons les coefficients de Fourier correspondants
ag =0 (prévisible).

a, = 0 (le signal est impair).

o
3

Il

|

1
—  (intégration par parties)
nmw
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x(t) ~ —% sin(wt)

0.8 T T T T ; T
I

0.6r J

-0.6¢ B
ol ‘ ‘ [ ‘ ‘
-6 -4 -2 0 2 4 6
temps (s)
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1 1 1
z(t) ~ —— sin(wt) — — sin(2wt) — — sin(3wt)
T 2T 3T

0.8 T T T T ; T
I

0.6r 7

-0.6¢ b
ol ‘ ‘ [ ‘ ‘
-6 -4 -2 0 2 4 6
temps (s)
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9
1
x(t) ~ Z —— sin(nwt)
— nm

0.8 T T T T T T

ol ‘ ‘ I ‘ ‘
-6 -4 -2 0 2 4 6
temps (s)
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99
x(t) ~ Z —— sin(nwt)
— nm

0.8 T T T T T T

ol ‘ ‘ I ‘ ‘
-6 -4 -2 0 2 4 6
temps (s)
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Représentation spectrale

2
icl, w = ?ﬂ— soit 2.094 rad/s.

3=

T T T 1
w 2w 3w 4w bw bw Tw
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RLUGERCERCICIl  Transformée de Fourier

Transformée de Fourier

Nous avons considéré des signaux périodiques

représentation temporelle représentation fréquentielle

0.478
08

0 0.239

0119 0.096
l 0.068
L |
T

Il
t

eres w 2w 3w 4w Sw 6w Tw

@ le spectre représente les composantes fréquentielles qui caractérisent le signal x(t),

@ ces composantes sont des multiples de la fréquence de z(t) : nw,
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RLUGERCERCICIl  Transformée de Fourier

Transformée de Fourier

Nous avons considéré des signaux périodiques

représentation temporelle représentation fréquentielle

i 0.478
08

0 0.239

0119 0.096

l 0.068
i —
w 2w 3w 4w Sw 6w Tw

Il

2
tomps

@ le spectre représente les composantes fréquentielles qui caractérisent le signal x(t),

@ ces composantes sont des multiples de la fréquence de z(t) : nw,

% extension au cas des signaux non-périodiques ?
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RLUGERCERCICIl  Transformée de Fourier

La transformée de Fourier, plus générale, permet de déterminer la représentation
fréquentielle d’un signal & énergie finie.

exemple du signal z(t) = e~ pour t > 0 :

représentation temporelle représentation fréquentielle

équence Hz

@ le spectre dépend continument de la fréquence f,

@ le signal z(t) n’est plus caractérisé par un ensemble de fréquences particulieres
mais par une plage de fréquences.
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BEUCICEN ST  Transformée de Fourier
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SEUCRCENCITaN  Transformée de Fourier

Soit z(t) une fonction & énergie finie.

La transformée de Fourier de la fonction z(t) est la fonction complexe X(f),
de la variable f réelle, définie par :

X(f) = /fw z(t)e 9277 gt

o]

La transformée de Fourier inverse est définie par (si X (f) est également
intégrable)

a(t) = /_ Tx (f)e ™1t df.

Dans I’exemple, le spectre correspond au tracé de | X (f)| en fonction de f.
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Série de Fourier [LNSIITEYIIY
Applications

Une note de musique

Le diapason donne la note-repere conventionnelle : le la.
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Série de Fourier [LNSIITEYIIY
Applications

Une note de musique

Le diapason donne la note-repere conventionnelle : le la.

représentation temporelle

temps
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Série de Fourier [AVMIIENNE

Applications

Une note de musique

Le diapason donne la note-repere conventionnelle : le la.

représentation temporelle représentation fréquentielle

o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 o 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000
temps fréquence Hz

La fréquence du lag est 440 Hz.
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Série de Fourier
Analyse modale de structures

Mesure de la réponse d’une structure mécanique a une excitation.

excitation
D impulsionnelle
N2
S
7

acquisition
+

traitement

accéléromeétre
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Série de Fourier
Analyse modale de structures

Mesure de la réponse d’une structure mécanique a une excitation.

excitation
D impulsionnelle
N2
S
7

acquisition
+

traitement

accéléromeétre

TF

AN

représentation temporelle représentation fréquentielle

Les vibrations mesurées sont analysées dans le domaine fréquentiel.

= l'objectif étant d’estimer les fréquences de résonance d’une structure mécanique.
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Série de Fourier [LNSIITEYIIY
&
&

K
IS
&
>
& &
RS &
& [ | 5
= _|“ lati | | utilisateur

récepteur

2
ey,

Transmission radio
| 1| ametteur

%y

5

source |
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Série de Fourier [LNSIITEYIIY

Transmission radio

S $
. & s
e > %\\ ;zgg
& & IS &
$ B P $
source i _i {ulati i ,I émetteur récepteur < ,I" ul } i utilisateur
Soit le message & envoyer : m(t) = cos(27 f1t), avec f1 = 200 Hz.
représentation temporelle
représentation fréquentielle

:

os

os

0

o2
e

o 1

0

o

o

;
0
dom T wo - oew . 5 wws oo oo 200 7

temps (s)
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Série de Fourier [AVMIIENNE

Modulation d’amplitude

o définition de I’onde porteuse :
p(t) = cos(2m fot) avec une haute fréquence fo = 2 kHz.

o expression du signal modulé :

s(t) = (1 + am(t)) 2(t)

avec « le taux de modulation, un gain de réglage.
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Série de Fourier [LNSIITEYIIY

Modulation d’amplitude

o définition de I’onde porteuse :
p(t) = cos(2m fot) avec une haute fréquence fo = 2 kHz.

o expression du signal modulé :
s(t) = (1 + am(t)) 2(t)
avec « le taux de modulation, un gain de réglage.
Représentation du signal modulé s(t) (avec a = 0.6)

représentation temporelle

représentation fréquentielle

porteuse

! 1
w o ‘ message centré
autour de la porteuse
| —
08 |
! 1M1 o/ N
A | L]
e I 18k 9ok 2.2k 1 [H7)
Bos oot oo oos  oor  oois

o
temps (s)
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Série de Fourier [LNSIITEYIIY

Pourquoi utiliser une porteuse avec une fréquence élevée ?

o nécessité d’adapter le signal de transmission au canal de communication,
e un signal hautes fréquences se propage bien dans 'air, et plus loin,

@ la réception de signaux basses fréquences nécessiterait des dimensions
d’antennes bien trop grandes,

o le décalage fréquentiel permet de multiplexer différentes transmissions sur
différentes plages de fréquences.
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Série de Fourier [LNSIITEYIIY
Atténuation du bruit de mesure
e excitation sinusoidale du moteur (fréquence : 0.780 Hz),

e mesure de la vitesse de rotation.

u(t)
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Série de Fourier [LNSIITEYIIY
Atténuation du bruit de mesure
e excitation sinusoidale du moteur (fréquence : 0.780 Hz),

e mesure de la vitesse de rotation.

u(t)

Affichage oscilloscope (temporel et FFT)

M Pos: ~180.0ms Tek L. Trig'd Pos: 2.000Hz MATH
-

Tek .M. ® stop
Opération

B

Source
[CH1

i Fenétre
!
FFT Zoom

M 250ms CH110.0d6  S00mHz (10.05/5) Flattop
1-Fév-17 1801 1-Fév-17 1816

SSI-MPHY

62 / 127



Série de Fourier [LNSIITEYIIY

Signal de mesure bruité

o signal parasité, notamment en hautes fréquences,
e réduction par filtrage passe-bas (ici : circuit RC avec f. = 50 Hz).

S

mesure  — w(t)—| TN\ — wy(t)

(capteur)

filtre passe-bas
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Série de Fourier [LNSIITEYIIY

Signal de mesure bruité

o signal parasité, notamment en hautes fréquences,

e réduction par filtrage passe-bas (ici

: circuit RC avec f. = 50 Hz).

-

mesure — w(t) —
(capteur)

— wy(t)

N\

filtre passe-bas

Affichage oscilloscope (FFT de w et wy)

Tek

Jil

Pos; 121.0Hz MATH

Opération

Source

Fenétre

|

FFT Zoom
X1

CH110.0dE  25.0Hz (5005753

1-Féw-17 18:40

Flattop

Tek Pos: 121.0Hz MATH

Opération

Source

Fenétre

FFT Zoom

Flattop

CH2 10.0dB

25,0Hz (S005/5)
1-Fév-17 1841
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Série de Fourier [LNSIITEYIIY

Affichage oscilloscope (temporel de w et wy)

Tek Sl @ Stop M Pas: —180.0ms CH2
+
Couplage

Limnite Bande

200MHz

YoltsAdiv

Sonde
18
Tension

Inerser
DEsact,

2+

CH2 1,004 t 250ms
1-Féw-17 1802
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Série de Fourier [LNSIITEYIIY

Egaliseur audio
Un égaliseur ! est composé de filtres électroniques qui permettent d’atténuer ou
augmenter le signal sur différentes bandes de fréquence donnée.

Passe bas Adaptation
(graves) d'impédance
Entrée | Adaptation Passe bande| Adaptation
di " i
| [
Passe haut Adaptation
(aigus) d'impédance

Sommateur

1. Exemple d’un égaliseur 3 bandes proposé dans Electmm’que Pratique n°276.
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Série de Fourier [LNSIITEYIIY

Egaliseur audio
Un égaliseur ! est composé de filtres électroniques qui permettent d’atténuer ou
augmenter le signal sur différentes bandes de fréquence donnée.

Passe bas Adaptation
(graves) d'impédance
Entrée Adaptation [Passe bande Adap'alion
d
|
Passe haut Adaptation
(aigus) d'impédance
A Gain
Pos. maxi
Pos. normale
graves >< médium >< aigus
Pos. mini
Fréquence
+ " } a >
10 Hz 100 Hz 1kHz 10 kHz 100 kHz

1. Exemple d’un égaliseur 3 bandes proposé dans Electmm’que Pratique n°276.

SSI-MPHY
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Schéma, électronique de 1’égaliseur 2

R2 utB
TLos4

2.2k P1 RS

Cc3

1WF

i

Sortie
c6 U1A
220nF TLO84 R1 C1 uic
1.2k 100nF P2 R6
TLOB4 10k 100
Entrée |5

R12
47k

c4
10nF u1D P3  RY
10k 100

2. Exemple d’un égaliseur 3 bandes proposé dans Electmm’que Pratique n°276.
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Transformée de Laplace |

Sommaire

© Transformée de Laplace
o Définitions
e Fonctions types
o Applications
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Définitions

La transformée de Laplace d’une fonction f(t), définie pour ¢t > 0, est la fonction du
nombre complexe s :

fer= [ T et p e

- On note : f(s) = L{f(t)} et f(t) = l:*l{f(s)}.

- La fonction f(s) n’est pas forcément définie dans tout le plan complexe (Vs € C).
Seulement dans une région ou l’intégrale converge.
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Définitions

La transformée de Laplace d’une fonction f(t), définie pour ¢t > 0, est la fonction du
nombre complexe s :

~ +oo
fs) = / =" f(t)dt

- On note : f(s) = L{f(t)} et f(t) = l:*l{fh(s)}.

- La fonction f(s) n’est pas forcément définie dans tout le plan complexe (Vs € C).
Seulement dans une région ou l’intégrale converge.

La transformée de Laplace inverse d’une fonction f(s) est la fonction temporelle :

W= [ Fs)estas

278 Ja—ioo

% Mais en pratique, on utilisera la table et les propriétés de la transformée.
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Propriétés :
@ Linéarité : L{af(t) + bg(t)} = af(s) +bj(s), a et b constants.

@ Dérivation : [Z{%f(t)} = sf(s) — f(0).

1
@ Intégration : E{/ 1(6) d6’} = -

S

@ Retard : [,{f(t - 7')} =e *Tf(s), T >0et f(t) =0Vt <O0.

@ Valeur finale : tlggo f(t) = gh_r}% sf(s).
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Transformée de Laplace Fonctions types

Fonctions types

Exemple 1 :

Transformée de Laplace de la fonction échelon f(t) =1, V¢t > 0 et O sinon :
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Transformée de Laplace Fonctions types

Fonctions types

Exemple 1 :

Transformée de Laplace de la fonction échelon f(t) =1, V¢t > 0 et O sinon :

f(s) = /0*+oo e "t dt

Notons que cette transformée est définie pour tout s € C tel que Re[s] > 0.
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Transformée de Laplace Fonctions types

Exemple 2 :

Transformée de Laplace de la fonction rampe g(t) = 2t, V¢ > 0 et 0 sinon.
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Transformée de Laplace Fonctions types

Exemple 2 :

Transformée de Laplace de la fonction rampe g(t) = 2t, V¢ > 0 et 0 sinon.

Notons que g(t) = 2/
0

t t
1dt =2 0) do,
¢ lA £(0)

alors

9(s)

L {2 /Ot £(0) de}

2= f(5)

2

s2

La encore cette transformée est définie pour tout s € C tel que Re[s] > 0.
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Transformée de Laplace Fonctions types

Exemple 3 :

Transformée de Laplace de la fonction exponentielle h(t) = e~ **, V¢ > 0 et 0 sinon :
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Transformée de Laplace Fonctions types

Exemple 3 :

Transformée de Laplace de la fonction exponentielle h(t) = e~ %, V¢ > 0 et 0 sinon :
2 oo t —st
h(s) = / e e dt
0

+oo
_ / o—(sFalt g
0

e—(s+a)t +o0
[_ s+a }

0

1
s+a'

Notons que cette transformée est définie pour tout s € C tel que Re[s] > —Rela].
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Transformée de Laplace Fonctions types

Table des transformées

Rappelons que les fonctions temporelles f(t) ci-dessous ne sont définies que pour ¢ > 0.

Fonction Dom. temporel f(t) Trans. de Laplacef(s)
1
échelon 1 -
s
1
t _
rampe
p 2
. N tm" 1
puissance n-ieme ot e
—at 1
exponentielle e
décroissante s+a
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Transformée de Laplace Fonctions types

Table des transformées

Rappelons que les fonctions temporelles f(t) ci-dessous ne sont définies que pour ¢ > 0.

Fonction Dom. temporel f(t) Trans. de Laplacef(s)
i sin wt hud
sinus p T
. " s
cosinus cos w e
—at _. b
décroissance e~ “"sin(bt) —_—
exponentielle d’un (s+a)2+b
sinus
—at s+a
décroissance e” " cos(bt) TP et
exponentielle d’un (s +a)?+
cosinus
o 1
décroissance ~_eat -
n! (s + a)n+tt

exponentielle d’une
puissance n-ieme
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Transformée de Laplace [AVIIIIENNE

Application pour la résolution d’équations différentielles linéaires

Considérons une équation différentielle linéaire et appliquons la TL
(pour des raisons de simplicité, les C.I. sont supposées nulles)

any™ + - a1y +aoy = bpul™ 4+ bri+ bou
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Transformée de Laplace [AVIIIIENNE

Application pour la résolution d’équations différentielles linéaires

Considérons une équation différentielle linéaire et appliquons la TL
(pour des raisons de simplicité, les C.I. sont supposées nulles)

any™ + - a1y +aoy = bpul™ 4+ bri+ bou

[

ans"Y(s) + -+ a1s9(s) + ao§(s) = bms™a(s) + -+ + bysi(s) + bouu(s)
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Transformée de Laplace [AVIIIIENNE

Application pour la résolution d’équations différentielles linéaires

Considérons une équation différentielle linéaire et appliquons la TL
(pour des raisons de simplicité, les C.I. sont supposées nulles)

any™ + - a1y +aoy = bpul™ 4+ bri+ bou

[

ans"Y(s) + -+ a1s9(s) + ao§(s) = bms™a(s) + -+ + bysi(s) + bouu(s)

J

. ) N bms™ 4+ bis+bo .
La réponse s’exprime donc g(s) = e T ™ a(s)
an S e a1s aop
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Transformée de Laplace [AVIIIIENNE

Application pour la résolution d’équations différentielles linéaires
Considérons une équation différentielle linéaire et appliquons la TL

(pour des raisons de simplicité, les C.I. sont supposées nulles)

any™ 4+ a1y +aoy = bpul™ + -+ bra+ bou

[

ans"Y(s) + -+ a1s9(s) + ao§(s) = bms™a(s) + -+ + bysi(s) + bouu(s)

J

. ) N bms™ 4+ bis+bo .
La réponse s’exprime donc g(s) = e T ™ a(s)
an S e a1s aop

A partir de lexpression de g(s) :

@ effectuer une décomposition en éléments simple,
@ appliquer la transformée de Laplace inverse a chaque éléments,
. ="
9(s) — y(®),
a l’aide de la table des transformées.

SSI-MPHY
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Transformée de Laplace [AVIIIIENNE

Exemple 1 : Résoudre ’équation différentielle

39(t) + y(t) = 5u(t), wu(t) =2
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Transformée de Laplace [AVIIIIENNE

Exemple 1 : Résoudre ’équation différentielle

39(t) +y(t) = 5u(t), u(t)=2
@ La réponse se décompose en :
. 5 . 5 2 A B
I = G Y T G i s i TS
avec
10 10
A=Bs+1)—— =-30, B=s——— = 10.

(Bs+1)s|s=_1/3 (3s+1)s|,=0
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Transformée de Laplace [AVIIIIENNE

Exemple 1 : Résoudre ’équation différentielle

39(t) + y(t) = 5u(t), wu(t) =2

@ La réponse se décompose en :

o) P a5 2_ A B
Y = B DY T Bs+ s 3s+1 s
avec
1 1
A=@Bst1)—2 — 30, B=s—20 | 1o
(Bs+1)s|s=_1/3 (3s+1)s|,=0

@ A l'aide de la table, la réponse temporelle est :

30 _1 1
y(t)zfge 3" +10=10(1 —e 3% |.
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Transformée de Laplace [AVIIIIENNE

Exemple 2 : Résoudre 'équation différentielle

24(t) + 24y(t) + 18y(t) = Ju(t), wu(t) =1
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Transformée de Laplace [AVIIIIENNE

Exemple 2 : Résoudre 'équation différentielle

24(t) + 24y(t) + 18y(t) = Ju(t), wu(t) =1

@ La réponse se décompose en :

o) 9/2 a(s) A .. B cC
S) = u(s) = —
v s2 4+ 12549 s+ 11.196 s + 0.804 s
avec
9/2
A = (s+11.196) / = 0.039,
(s +11.196)(s 4 0.804)s | ;= 11 196
9/2
B = (s+0.804) / = —0.539,
(s + 11.196) (s + 0.804)s | . _ so4

9/2
S
(s + 11.196)(s + 0.804) s

c =

= 0.5.
s=0
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Transformée de Laplace [AVIIIIENNE
Exemple 2 : Résoudre 'équation différentielle

24(t) + 24y(t) + 18y(t) = Ju(t), wu(t) =1

@ La réponse se décompose en :

96 =

) A B C
a(s) =
s2 4+ 12549

s+11.196  st0804 T s

S

avec

9/2
A = (s+11.196) =0.039,
(s + 11.196)(s 4 0.804)s | . _1; 106
9/2
B = (s+0.804) / = —0.539,
(s + 11.196)(s + 0.804)s | .— o go4
9/2
c /

= 0.5.

= (s +11.196)(s + 0.804)s | ,_,

@ A l’aide de la table, la réponse temporelle est :

y(t) = 0.039e~ 11195 _ 0.539¢ 70804 4 g 5
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Transformée de Laplace [AVIIIIENNE

Exemple 3 : Datation au carbone 14
@ La proportion de C*#, par rapport au carbone total (Clz, Cc3 et 014), est a peu
preés constante chez un organisme vivant.

@ A sa mort (o), les échanges avec ’extérieur cessent, et la quantité de C** décroit
en se désintégrant.

@ Soit N(t) le nombre d’atome de C'* & Iinstant ¢ (en années) présent dans un
échantillon de matiere organique. On montre que la vitesse de désintégration est
proportionnelle au nombre d’atome présents :
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Transformée de Laplace [AVIIIIENNE

Exemple 3 : Datation au carbone 14

@ La proportion de C*#, par rapport au carbone total (Clz, Cc3 et 014), est a peu
preés constante chez un organisme vivant.

@ A sa mort (o), les échanges avec ’extérieur cessent, et la quantité de C** décroit
en se désintégrant.

@ Soit N(t) le nombre d’atome de C'* & Iinstant ¢ (en années) présent dans un
échantillon de matiere organique. On montre que la vitesse de désintégration est
proportionnelle au nombre d’atome présents :

1
N'(t) = ———N(t).
) 8033 ®
1
Soit a tg = 0, la quantité initiale présente
N(0) = No. N _ 5o
No
TL: sN(s)— No = ———N(s)
P T T Thosg
N 0.5f- = === —
= N(s) = o :
s+ gos3 '
0.25{= === = LomeN E
0125/ == - - boimmimn boimm » 1
% 55'68 11136 16704 30000
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Transformée de Laplace [AVIIIIENNE

Exemple 3 : Datation au carbone 14

@ La proportion de C*#, par rapport au carbone total (Clz, Cc3 et 014), est a peu
preés constante chez un organisme vivant.

@ A sa mort (o), les échanges avec ’extérieur cessent, et la quantité de C** décroit
en se désintégrant.

@ Soit N(t) le nombre d’atome de C'* & Iinstant ¢ (en années) présent dans un
échantillon de matiere organique. On montre que la vitesse de désintégration est
proportionnelle au nombre d’atome présents :

1
N'(t) = ———=N(1).
) 8033 ®
1
Soit a tg = 0, la quantité initiale présente
N(0) = No. N() _ s
No
TL: sN(s)— No = ! V(s)
P °© = Tgoz3z '\t
N 0.5f- = === ,
= N(s) = 01 i
s+ gos3 !
0250 === - Boome 1
Expression temporelle : 0125 - = - - L ----- e > 1

1 :
S 0
N(t) = Np e 8033 0 5568 11136 16704 30000
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Transformée de Laplace [AVIIIIENNE

Exemple 4 : Circuit RC

Filtre passe-bas du 1°" ordre : A E— A
@ loi des mailles : e(t) = Ri(t) + s(t),

s(t)

@ courant du condensateur : i(t) = Cd‘;—(tt)A eft) ¢

Nous avons donc la relation entrée-sortie :

RC$(t) + s(t) = e(t)
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Transformée de Laplace [AVIIIIENNE

Exemple 4 : Circuit RC

Filtre passe-bas du 1°" ordre :
@ loi des mailles : e(t) = Ri(t) + s(t),
@ courant du condensateur : i(t) = Cd‘;—(tt)A e
Nous avons donc la relation entrée-sortie :
RC$(t) + s(t) = e(t)
Pour une tension d’entrée de type échelon,
e(t) =5V :

TL: RC s3(s)+ 8(s) = é(s)

1 5

= 30 RCs+1s

5 5

s s+ —Rlc

s(t)
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Transformée de Laplace [AVIIIIENNE

Exemple 4 : Circuit RC

Filtre passe-bas du 1°" ordre :
@ loi des mailles : e(t) = Ri(t) + s(t),
e(t)

@ courant du condensateur : i(t) = Cd‘;—(tt)A

Nous avons donc la relation entrée-sortie :
RC$(t) + s(t) = e(t)
Pour une tension d’entrée de type échelon,
e(t) =5V :
TL: RC s3(s)+ 8(s) = é(s)

1 5
RCs+1s
5 5

s s+ —Rlc

= 35(s)

Expression temporelle

s(t) = 5(1 — efRile’)

s(t)
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Transformée de Laplace [AVIIIIENNE

Exemple 4 : Circuit RC

Filtre passe-bas du 1°" ordre : A E— A
@ loi des mailles : e(t) = Ri(t) + s(t),

@ courant du condensateur : i(t) = Cd‘;—(tt)A eft) ¢ s(t)
i(t)
Nous avons donc la relation entrée-sortie : <
RC$(t) + s(t) = e(t)
Pour une tension d’entrée de type échelon,
e(t) =5V :
TL: RC s3(s)+ 8(s) = é(s)
4 4
1 5
= (s = — 3 ]
() RCs+1s
) 5 ? il
= - - —
s s+ gwo : ]
Expression temporelle
1 o 0.‘5 ‘1 1.‘5 ‘2 2.‘5 l‘i 35
s(t) = 5(1 — eiRict) temps (s) x107

(R = 3kQ, C = 0.2uF)
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Transformée de Laplace [AVIIIIENNE

Exemple 5 : Systéme masse-ressort

Application du PFD :

ma(t) +kx(t) =0 ou encore Z(t) +wgw(t) =0

avec wg = \/k/m.
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Transformée de Laplace [AVIIIIENNE

Exemple 5 : Systéme masse-ressort

Application du PFD :

ma(t) +kx(t) =0 ou encore Z(t) +wgw(t) =0

avec wg = \/k/m.

Conditions initiales :
@ position z(0) = 0.01 m,

@ vitesse #(0) = 0 m/s.

TL : sza"c(s) — sz(0) + wgf:(s) =0
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Transformée de Laplace [AVIIIIENNE

Exemple 5 : Systéme masse-ressort

Application du PFD :

ma(t) +kx(t) =0 ou encore Z(t) +wgw(t) =0

avec wg = \/k/m.

Conditions initiales :
@ position z(0) = 0.01 m,

@ vitesse #(0) = 0 m/s.

TL : sza"c(s) — sz(0) + wgf:(s) =0

Expression temporelle

z(t) = o cos(wot)
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Transformée de Laplace [AVIIIIENNE

Exemple 5 : Systéme masse-ressort

Application du PFD :

ma(t) +kx(t) =0 ou encore Z(t) +wgw(t) =0

avec wg = \/k/m.

Conditions initiales :
@ position z(0) = 0.01 m,

@ vitesse #(0) = 0 m/s.

TL : sza"c(s) — sz(0) + wgf:(s) =0

Expression temporelle

z(t) = o cos(wot)

Icam, Tous

X(t) (m)

0.015

-0.005

-0.01

-0.01!

2 25
temps (s)

35 4 45 5

(m =0.1 kg, k=2 N/m)
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Intégration numérique Position du probleme

Position du probleme

Objectif : évaluer numériquement la valeur d’une intégrale
b
I= / f(x)dx
a

ol f(z) est une fonction continue sur lintervalle [a, b].

A=\
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Intégration numérique Position du probleme

Position du probleme

Objectif : évaluer numériquement la valeur d’une intégrale
b
I= / f(x)dx
a

ol f(z) est une fonction continue sur lintervalle [a, b].

=h

S

A partir d’un ordinateur, on ne peut manipuler qu’un nombre fini de points

= considérons (n + 1) points de Uintervalle [a, b] : zo, z1, Z2,..., Tn
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Intégration numérique
Méthode des rectangles

Principe : évaluer laire & partir d’'une somme de rectangles
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Intégration numérique
Méthode des rectangles

Principe : évaluer laire & partir d’'une somme de rectangles

b—a

A partir de (n + 1) points équidistants, on a n rectangles et h =
n

/bf(x)d:c:hf(a)+hf(a+h)+hf(a+2h)+~~~+hf(a+(n—1)h)

n—1

~h>_ fla+ih)

=0
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Intégration numérique Méthode des rectangles

Exemple : considérons la fonction f(x) = sinz sur l'intervalle [0, 7]

Par calcul (ici c’est facile!) :

™ T
I:/ sinccda::[—cosx] =2
0 0
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Intégration numérique Méthode des rectangles

Exemple : considérons la fonction f(x) = sinz sur l'intervalle [0, 7]

Par calcul (ici c’est facile!) :
a ks
I:/ sin:cda::[—cosm] =2
0 0

Posons n = 7, soit 8 points, on a h = 7

I~ ; %0+ gsinz—i— Esin2§ +§sin3§+§sin4g+ gsin5g + gsin6§
~ 1.9663
SSI-MPHY 84 /127
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Intégration numérique Méthode des rectangles

Exemple : considérons la fonction f(x) = sinz sur l'intervalle [0, 7]

Par calcul (ici c’est facile!) :

I:/Oﬂsin:cdac: [—cosac];r:Z

Posons n = 13, soit 14 points, on a h = 113

1 ~ 1.9902

SSI-MPHY 84 /127



Intégration numérique
Méthode des trapezes

Principe : évaluer 'aire & partir d’une somme de trapézes
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Intégration numérique
Méthode des trapezes

Principe : évaluer 'aire & partir d’une somme de trapézes

b—a

n

A partir de (n + 1) points équidistants, on a n trapezes et h =

n—1

/bf(x)da:: Zhf(a+ih)+hf(a+(i+1)h)_f(a+ih)
@ i=0

2

N hi fla+ih) + fla+ (i + 1)h)
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Intégration numérique Méthode des trapézes

Exemple : considérons la fonction f(z) =1 — e~ * sur l'intervalle [0, 5]

Par calcul, (ici aussi c’est facile!) :

5 5
I:/ l—e_“da::[x—&-e_m] — 44 e %~ 4.0067
0 0
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Intégration numérique Méthode des trapézes

Exemple : considérons la fonction f(z) =1 — e~ % sur 'intervalle [0, 5]

Par calcul, (ici aussi c’est facile!) :

5 5
I:/ 1—e—wdx:[z+e—“] — 4+ e 5~ 4.0067
0 0

5
Posons n = 4, soit 5 points, on a h = 1

I 2RO+ F() + 2 () + F(2R)) + 5 (7(2R) + F(3h)) + 2 (F(3h) + F(4m))

~ 3.8806
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Intégration numérique Méthode des trapézes

Exemple : considérons la fonction f(z) =1 — e~ % sur 'intervalle [0, 5]

Par calcul, (ici aussi c’est facile!) :

5 5
I:/ 1—e*dx= [z+e_x] =4+ e % ~4.0067
0 0

1
Posons n = 10, soit 11 points, on a h = B

I ~ 3.9861
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Intégration numérique
Méthode de Simpson

Principe : chaque intervalle est approximée par une parabole

f(x)
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Intégration numérique
Méthode de Simpson

Principe : chaque intervalle est approximée par une parabole

b—a
2n

e On divise [a,b] en 2n sous-intervalles de longueur h =

@ Un polynoéme de degré 2 est construit a partir de 3 points sur 2
sous-intervalles.
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Intégration numérique Méthode de Simpson

e [L’équation de la parabole passant par 3 points x;, ;41 et x;42 s’écrit :

p(z) = f(x:) + flzi, vit1](x — @) + floi, zigr, zigo](z — 2) (2 — ®i41)
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Intégration numérique Méthode de Simpson

e [L’équation de la parabole passant par 3 points x;, ;41 et x;42 s’écrit :

p(z) = f(x:) + flzi, vit1](x — @) + floi, zigr, zigo](z — 2) (2 — ®i41)

e Et laire sous cette parabole est donnée par :

Tit2 h
/ p(z)dzr = *(f(wi) +4f(zit1) +f(90¢+2))
T 3

Tiq2
Ceci nous donne donc une approximation de / f

T

(z)dx.
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Intégration numérique Méthode de Simpson

e [L’équation de la parabole passant par 3 points x;, ;41 et x;42 s’écrit :

p(z) = f(x:) + flzi, vit1](x — @) + floi, zigr, zigo](z — 2) (2 — ®i41)

e Et laire sous cette parabole est donnée par :
Tit2 h
[T pydn = 2 (£ + a5 @) + Fair2))
.’El 3
Tiq2
Ceci nous donne donc une approximation de / f(z)dx.
Jax

i

L’intégration sur I’ensemble de 'intervalle [a, b] est approximée par :

[ f@)dn = 5 (fGo0) +450) + f(e0)) + 5 (F(o2) + 45 (o0) + Faa)

+ 2 (F@a) + 45 (@) + £@e)) + - + 2 (F(@an-2) + 4f (wan—1) + f(z2n)

R

n—1
Z g(f(xzz) +4f(x2i41) + f(®2i+2))
i=0
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Intégration numérique Méthode de Simpson

Démonstration

L’équation de la parabole passant par 3 points x;, x;11 et x;42 s’écrit :
p(x) = f(@i) + flwiszit1)(x — 25) + flzi, Tig1, Tigo] (@ — ) (T — 2it1)

avec

flxigr) — f(z) fl@ig2) — 2f(xiq1) + f(x:)

2h2

flas, Tig1, xiq2] =

flzs, 1] =
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Intégration numérique Méthode de Simpson

Démonstration

L’équation de la parabole passant par 3 points x;, x;11 et x;42 s’écrit :
p(x) = f(@i) + flwiszit1)(x — 25) + flzi, Tig1, Tigo] (@ — ) (T — 2it1)

avec

flxigr) — f(z) fl@ig2) — 2f(xiq1) + f(x:)

2h2

flzs, 1] = flas, Tig1, xiq2] =

Calculons son intégral :

Tit2
/ p(z)da

i

Tit2
/ flxs) + fles, zip1](z — x4)

i

+f[i, Tit1, Tig2](@ — i) (@ — @ip1) dx
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Intégration numérique Méthode de Simpson

Effectuons le changement de variable suivant :

s:% soit (x—z;)=sh et dx=hds

Ce qui entraine

T4 i+2
[ @z = [ 1@ + flawiralhs + flos i, wisal®s(s - D] b ds

i
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Intégration numérique Méthode de Simpson

Effectuons le changement de variable suivant :

s:% soit (x—z;)=sh et dx=hds

Ce qui entraine

T4 i+2
[ @z = [ 1@ + flawiralhs + flos i, wisal®s(s - D] b ds

i

Nous obtenons apres intégration par rapport a s :

/:i+2 p(z)dz = g(f(mi) +4f(xir1) + f($i+2))
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Intégration numérique Méthode de Simpson

Exemple : Reprenons la fonction f(z) = sinz sur I'intervalle [0, 7]

™
Par calcul : I= / sinz dr = 2
0
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Intégration numérique Méthode de Simpson

Exemple : Reprenons la fonction f(z) = sinz sur I'intervalle [0, 7]

™
Par calcul : I= / sinz dr = 2
0

T
Posons n = 1, soit 2 sous-intervalles de longueur h = 3

~
1

%(sin0+4sing +sin7r)

1

2.0944
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Intégration numérique Méthode de Simpson

Exemple : Reprenons la fonction f(z) = sinz sur I'intervalle [0, 7]

™
Par calcul : I= / sinz dr = 2
0

T
Posons n = 1, soit 2 sous-intervalles de longueur h = 3

I~ %(sin0+4sing +sin7r)

~ 2.0944

™
Posons n = 2, soit 4 sous-intervalles de longueur h = 1

3
I~ %(sinﬂ—&-étsin%—i—sing) + %(sing —&-ZJLsinZ7r +sin7‘r)

~ 2.0046

SSI-MPHY
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Intégration numérique LYY

Exemples

Application 1 : calcul approché de 7w

Signification géométrique de la constante 7 : surface du disque unité.

$2+y2:1
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Exemples
Application 1 : calcul approché de 7
Signification géométrique de la constante 7 : surface du disque unité.
x2 + y2 =1

Sachant que ’aire du disque est égal a 4 fois celle du quart de disque, calculons
I'intégrale du premier quadrant.

AY

SSI-MPHY 92 /127



Intégration numérique LYY

Aire du disque unité :

1
I= / V1 —22dx
0
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Intégration numérique LYY

Aire du disque unité :

1
1:4/ V1 —22dx
0

Méthode des trapézes avec 5 points (donc h = 0.25)

I = 0.5(1++v1-0.252) 4 0.5(v/1 —0.252 + /1 — 0.52)
+0.5(v/1 — 0.52 + /1 — 0.752) 4 0.5(v/1 — 0.752)

= 2.9957
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Intégration numérique LYY

Aire du disque unité :

1
1:4/ V1 —22dx
0

Méthode des trapézes avec 5 points (donc h = 0.25)

I = 0.5(1++v1-0.252) 4 0.5(v/1 —0.252 + /1 — 0.52)
+0.5(v/1 — 0.52 + /1 — 0.752) 4 0.5(v/1 — 0.752)

= 2.9957

@ avec 21 points, soit h = 0.05, on trouve : I = 3.1284,
e avec 101 points, soit h = 0.01, on trouve : I = 3.1404,
e avec 1001 points, soit h = 0.001, on trouve : I = 3.141555.
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Intégration numérique LYY

Exemple 2 : profil de vitesse d’un robot mobile

Considérons une base mobile en mouvement suivant une trajectoire rectiligne. Un
accélérometre mesure ’accélération v(t) du robot suivant cet axe.

t (s) 00 03 06 09 12 15 18 21
v (m/s?) 0 011 032 064 089 097 094 085
t (s) 24 27 30 33 36 39 42
v (m/s%) || 0.66 029 0.1 005 00 00 0.0
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Intégration numérique LYY

Exemple 2 : profil de vitesse d’un robot mobile

Considérons une base mobile en mouvement suivant une trajectoire rectiligne. Un
accélérometre mesure ’accélération v(t) du robot suivant cet axe.

t (s) 00 03 06 09 12 15 18 21
v (m/s?) 0 011 032 064 089 097 094 085
t (s) 24 27 30 33 36 39 42
v (m/s%) || 0.66 029 0.1 005 00 00 0.0

On cherche a estimer la vitesse instantanée du robot :

v(t) = /: ~y(u) du

11 faut intégrer les valeurs de v jusqu’a l'instant ¢; pour calculer v(t;) = v;.
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Intégration numérique LYY

0.8 q

0.6 4

0.4 q

accelerauon (mis )

0.2 q
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Appliquons la méthode des trapézes

v(0.3) = 2(0+40.11)

v(0.6) = L(0+0.11)+ 2(0.11+0.32)

v(0.9) = 2(0+0.11)+ 2(0.11+0.32) + £(0.32 + 0.64)

v(1.2) = 2(0+40.11)+ 2(0.11+0.32) + £(0.32 4+ 0.64) + £ (0.64 + 0.89)
V(1.5) =

0.8 q

0.6 4

accelerauon (mis )

0.2 q
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accelerauon (mis )

Appliquons la méthode des trapézes

v(0.3) = 2(0+40.11)
v(0.6) = L(0+0.11)+ 2(0.11+0.32)
v(0.9) = 2(0+0.11)+ 2(0.11+0.32) + £(0.32 + 0.64)
v(1.2) = 2(0+40.11)+ 2(0.11+0.32) + £(0.32 4+ 0.64) + £ (0.64 + 0.89)
V(1.5) =
1 1.8 Ty e e e
+ . !
+ 161 1
+* *
0.8y 1 14r :
- + 1.2 ! o
0.6f 1z
5 1, + 4
0al | g 08} . 1
. 0.6 4
*
02f 4 04y : 1
- + 0.2r * 8
* +
0 0.5 cO 0.5 1 1.5 2 25 3 35 4 4.5
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Equations différentielles ordinaires . ||

Sommaire

(5 ) Equations différentielles
ordinaires
e Position du probleme
o Méthode d’Euler
o Méthode de Taylor
o Méthodes de Runge-Kutta
o Cas des EDO d’ordre 2
o Exemples

Y. ARIBA - IcaM, TOULOUSE
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Equations différentielles ordinaires
Position du probleme

Objectif : résoudre numériquement des équations différentielles d’ordre 1 :

{ y = flty)

y(to) = yo

c’est-a-dire trouver une approximation de la fonction y(t) solution de 1’équation.
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Equations différentielles ordinaires
Position du probleme

Objectif : résoudre numériquement des équations différentielles d’ordre 1 :

{ y = flty)

y(to) = %o

c’est-a-dire trouver une approximation de la fonction y(t) solution de 1’équation.

e y(to) = yo est la condition initiale.

o Avec les outils numériques, pas possible d’estimer toutes les valeurs de y(t)
quelque soit ¢

= nécessité de discrétiser ¢t — i, 1=0,1,2,...
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Equations différentielles ordinaires
Position du probleme

Objectif : résoudre numériquement des équations différentielles d’ordre 1 :

{ y = flty)

y(to) = %o

c’est-a-dire trouver une approximation de la fonction y(t) solution de 1’équation.

e y(to) = yo est la condition initiale.
o Avec les outils numériques, pas possible d’estimer toutes les valeurs de y(t)
quelque soit ¢

= nécessité de discrétiser ¢t — i, 1=0,1,2,...

Notation :
e On note y(t;) la solution analytique de I’équation en ¢t = ¢;.

e On note y; la solution approchée au méme instant.
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Equations différentielles ordinaires Position du probleme

(exemples d’équations différentielles et résolution analytique)

Exemple 1 :

{ y = —4y+3
y(0) 2
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Equations différentielles ordinaires Position du probleme

(exemples d’équations différentielles et résolution analytique)

Exemple 1 :

{ y = —4y+3
y(0) 2

Solution de ’équation sans second membre :

y(t) =Ce ¥
Solution particuliére :
=12
YW= a
La solution générale s’écrit donc :
3
y(t) =Ce " + 1
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Equations différentielles ordinaires Position du probleme

(exemples d’équations différentielles et résolution analytique)

Exemple 1 :

{ y = —4y+3
y(0) 2

Solution de ’équation sans second membre :

y(t) =Ce ¥
Solution particuliére :
=2
YW= a

La solution générale s’écrit donc :

y(t) =Ce ¥ +

e

A partir de la condition initiale (en ¢t = 0, y(0) = 2), nous pouvons déterminer la
solution

W

5 _a
=2
y(t) ¢t
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Equations différentielles ordinaires Position du probleme

Nous avons calculé analytiquement la solution y(t) de I’équation différentielle.

représentation de la solution

MYy

Yy <t

02 04 06 08 ]
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Equations différentielles ordinaires Position du probleme

Nous avons calculé analytiquement la solution y(t) de I’équation différentielle.

représentation de la solution

Y

—_—— - -
St

0.2 0.4 0.6 0.8

= Peut-on calculer par méthode numérique des points de la courbe sans résoudre
I’équation ? ou au moins une approximation...
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Equations différentielles ordinaires Position du probleme

Exemple 2 :
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Equations différentielles ordinaires Position du probleme
Exemple 2 :

Effectuons une séparation des variables

d d
Yoty o Y tat
dt Y

Intégrons ’égalité
t2
lhy=—+C
ny 2 +

Nous obtenons donc la solution générale

y(t) = e/
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Equations différentielles ordinaires Position du probleme
Exemple 2 :

Effectuons une séparation des variables

dy _

t = d =tdt
dt_y y

Intégrons ’égalité
t2
lhy=—+C
ny 2 +

Nous obtenons donc la solution générale

y(t) = e/

A partir de la condition initiale (en t = 1, y(1) = 2), nous pouvons déterminer la
solution

y(t) =263
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Equations différentielles ordinaires Position du probleme

Nous avons calculé analytiquement la solution y(t) de I’équation différentielle.

représentation de la solution

MYy
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Equations différentielles ordinaires Position du probleme

Nous avons calculé analytiquement la solution y(t) de I’équation différentielle.

représentation de la solution

MYy

Yy <t

= Peut-on calculer par méthode numérique des points de la courbe sans résoudre
I’équation 7 ou au moins une approximation...
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Equations différentielles ordinaires Méthode d'Euler

Méthode d’Euler

Données du probleme :

{ Y f(ty)
y(to) Yo

Nous connaissons le point de départ : (to7 y(to))

Yo

.
|
T
t

o
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Equations différentielles ordinaires
Méthode d’Euler

Données du probleme :

{ y/ = f(tvy)
y(to) = %o

Nous connaissons le point de départ : (to7 y(to))

= Comment déterminer les points suivants ?
= tout d’abord en ¢, approximation de y(¢1) ?

Yo

®---

R

|
I
to
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Equations différentielles ordinaires
Méthode d’Euler

Données du probleme :
{ y = f(ty)
y(to) = o
Nous connaissons le point de départ : (to7 y(to))
= Comment déterminer les points suivants ?

= tout d’abord en ¢, approximation de y(¢1) ?

Nous connaissons également la pente en tg

y'(to) = f(to,yo)

S )
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Equations différentielles ordinaires
Equation de la droite passant par yo et de pente y'(to) = f(to,v0) :

y = y(to) + f(to,yo)(t — to)

Yo ! L
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Equations différentielles ordinaires
Equation de la droite passant par yo et de pente y'(to) = f(to,v0) :

y = y(to) + f(to,yo)(t — to)

Le point suivant peut donc étre approché en suivant la droite

y1 = y(to) + f(to,yo) (t1 — to)
N——
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Equations différentielles ordinaires
Equation de la droite passant par yo et de pente y'(to) = f(to,v0) :

y = y(to) + f(to,yo)(t — to)

Le point suivant peut donc étre approché en suivant la droite

y1 = y(to) + f(to,yo) (t1 — to)
N——
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Equations différentielles ordinaires Méthode d'Euler

Nous connaissons maintenant le point : (tl,y1> ... approximant (tl,y(t1)>

= La méthode peut étre répétée pour déterminer les valeurs suivantes.
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Equations différentielles ordinaires Méthode d'Euler

Nous connaissons maintenant le point : (tl,y1> ... approximant (tl,y(t1)>

= La méthode peut étre répétée pour déterminer les valeurs suivantes.

2ieme jtération :

Ainsi, a la

y(t2) = y2 = y1 + f(t1,91) (t2 — 1)
———
h
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Equations différentielles ordinaires Méthode d'Euler

Nous connaissons maintenant le point : (tl,y1> ... approximant (tl,y(t1)>

= La méthode peut étre répétée pour déterminer les valeurs suivantes.

Ainsi, & la 2i®™e jtération :
y(t2) ~y2 = y1 + f(t1,31) (t2 — t1)
———

h

Etant donné un pas de temps h, une condition initiale (to,yo) et un nombre
maximal d’itérations N, les valeurs approchées successives de la fonction y(t) sont
calculées par la formule

Yn+1 =Yn +h f(tn,yn) avec th+1 —tn =h
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Equations différentielles ordinaires Méthode d'Euler

Nous connaissons maintenant le point : (tl,y1> ... approximant (tl,y(t1)>

= La méthode peut étre répétée pour déterminer les valeurs suivantes.

Ainsi, & la 2i®™e jtération :
y(t2) ~y2 = y1 + f(t1,31) (t2 — t1)
———

h

Etant donné un pas de temps h, une condition initiale (to,yo) et un nombre
maximal d’itérations N, les valeurs approchées successives de la fonction y(t) sont
calculées par la formule

Yn+1 =Yn +h f(tn,yn) avec th+1 —tn =h

¢ Il est important de noter que I’erreur introduite sur le premier calcul a des
répercussions sur les suivants. Il y a propagation de l’erreur.
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Equations différentielles ordinaires Méthode d'Euler
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Equations différentielles ordinaires Méthode d'Euler

y(t) y(ts)
y(tz) o
y(to? y(tl) /.
h N
to ty tl2 l3
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Y

to ty to l3
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Equations différentielles ordinaires Méthode d'Euler
Exemple 1 :

Soit I’équation différentielle

{ Yy = —y+t+1
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Soit I’équation différentielle

{ Yy o= —y+t+1
y(0) 1

On montre que la solution analytique sécrit : y(t) = et 4t
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Equations différentielles ordinaires Méthode d'Euler
Exemple 1 :

Soit I’équation différentielle

{ Yy o= —y+t+1
y(0) 1

On montre que la solution analytique sécrit : y(t) = et 4t

Résolvons numériquement cette équation par la méthode d’Euler avec un pas de
h =0.1.
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Equations différentielles ordinaires Méthode d'Euler
Exemple 1 :

Soit I’équation différentielle

{ Yy o= —y+t+1
y(0) 1

On montre que la solution analytique sécrit : y(t) = et 4t

Résolvons numériquement cette équation par la méthode d’Euler avec un pas de
h =0.1.

y1=yo +hf(to,yo) =1+0.1f(0,1) =1
y2 = y1 +hf(ti,y1) =1+0.1f(0.1,1) = 1.01
y3 = y2 + hf(ta,y2) = 1.01 + 0.1£(0.2,1.01) = 1.029
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Equations différentielles ordinaires

Exemple 1 :

Soit I’équation différentielle

—y+t+1
1

{ jg)

On montre que la solution analytique sécrit : y(t) = et 4t

Résolvons numériquement cette équation par la méthode d’Euler avec un pas de
h =0.1.

y1 = yo + hf(to,y0) =1+0.1f(0,1) =1
y2 =y1 +hf(t1,y91) =1+0.1f(0.1,1) = 1.01
ys = y2 + hf(t2,y2) = 1.01 + 0.1£(0.2,1.01) = 1.029

Méthode d’Euler

t; 0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0
y(t;) | 1.000 1.004 1.018 1.040 1.070 1.106 1.148 1.196 1.249 1.306 1.367
Yi 1.000 1.000 1.010 1.029 1.056 1.090 1.131 1.178 1.230 1.287 1.348
e 0.00 0.48 0.87 1.18 1.42 1.60 1.73 1.82 1.88 1.91 1.92
La derniére ligne e correspond a I’erreur : |y(¢;) — y;| avec un coefficient de 1072,
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Equations différentielles ordinaires Méthode d'Euler

14

1.351

Solution analytique (exacte)

—©— Solution numérique (h=0.1)
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Equations différentielles ordinaires Méthode d'Euler

1.4
1351 Solution analytique (exacte) ;
—©— Solution numérique (h=0.1)
1.3F —% Solution numérique (h=0.05)| -

SSI-MPHY 107 / 127



Equations différentielles ordinaires
Méthode de Taylor

Se base sur le développement en série de Taylor. On cherche au temps t = t,, une
approximation de la solution en t,,41 =t + h :

h2
Y(tn +h) = y(tn) + 4 (tn) h + y”(tn)g
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Equations différentielles ordinaires
Méthode de Taylor

Se base sur le développement en série de Taylor. On cherche au temps t = t,, une
approximation de la solution en t,,41 =t + h :

h2
Y(tn +h) = y(tn) + 4 (tn) h + y”(tn)g

2
% ytn) S (1)) et f s y(00)
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Equations différentielles ordinaires
Méthode de Taylor

Se base sur le développement en série de Taylor. On cherche au temps t = t,, une
approximation de la solution en t,,41 =t + h :

h2
Y(tn +h) = y(tn) + 4 (tn) h + y”(tn)g

2
% ytn) S (1)) et f s y(00)
Exprimons y”/(¢) :

of(t,y(t) | of(t,y®)) ,
o oy Y

v () = f'(ty(t) =

()
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Equations différentielles ordinaires
Méthode de Taylor

Se base sur le développement en série de Taylor. On cherche au temps t = t,, une
approximation de la solution en t,,41 =t + h :

h2
Y(tn +h) = y(tn) + 4 (tn) h + y”(tn)g

2
% ytn) S (o, y(0)) ot F b, y(00)

Exprimons y”/(¢) :

ofty(®) 3f(t:y(t))y/

v = £/ (tLy) = =5 o

()

Finalement, nous avons :

h? [W(tn:y(tn)) 4 0 (tn, y(tn))
2

Y(tnt1) = y(tn) + h ftn, y(tn)) + f(tns y(tn))

ot Jy
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Equations différentielles ordinaires Méthode de Taylor

Cette formule peut donc étre exploitée pour calculer une solution approchée y,
- en remplacant y(tn) par yn,

- en remplagant f(tn,y(tn)) par f(tn,yn),

Of (tn,y(tn)) Of (tn,y(tn))
5t et 5y .

- en calculant préalablement
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Equations différentielles ordinaires Méthode de Taylor

Cette formule peut donc étre exploitée pour calculer une solution approchée y,
- en remplacant y(tn) par yn,

- en remplagant f(tn,y(tn)) par f(tn,yn),

Of (tn,y(tn)) Af (tn,y(tn))
T et 5y .

- en calculant préalablement

Etant donné un pas de temps h, une condition initiale (¢0,¥yo) et un nombre
maximal d’itérations NNV, les valeurs approchées successives de la fonction y(t) sont
calculées par la formule

h? [0 (tn, Af (tn,
Ynt1 = n + b Ftm, yn) + 1 [ 2L Cmatn) | OF )
2 ot oy

(tnv yn)

avec tn+1 =tn + h.
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Equations différentielles ordinaires Méthode de Taylor

Cette formule peut donc étre exploitée pour calculer une solution approchée y,
- en remplacant y(tn) par yn,

- en remplagant f(tn,y(tn)) par f(tn,yn),

Of (tn,y(tn)) Af (tn,y(tn))
T et 5y .

- en calculant préalablement

Etant donné un pas de temps h, une condition initiale (¢0,¥yo) et un nombre
maximal d’itérations NNV, les valeurs approchées successives de la fonction y(t) sont
calculées par la formule

h? [0 (tn, Af (tn,
Ynt1 = n + b Ftm, yn) + 1 [ 2L Cmatn) | OF )
2 ot oy

(tnv yn)

avec tn+1 =tn + h.

¢ Nota : Si 'on ne tient pas compte du dernier terme (lié a la dérivée seconde de
y), nous retrouvons la formule d’Euler.
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Equations différentielles ordinaires Méthode de Taylor

Exemple 1 :

Reprenons ’équation différentielle

{ Y —y+t+1

<

=
S

=
Il
—
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Equations différentielles ordinaires Méthode de Taylor

Exemple 1 :

Reprenons ’équation différentielle

{ Yy = —y+t+1

y(0) =1

On a of of
tyt)) = —y+t+1 = =1 =1
Ft,y(t) y+t+1, 5 = b oy
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Equations différentielles ordinaires Méthode de Taylor

Exemple 1 :

Reprenons ’équation différentielle

{ Yy = —y+t+1
y(0) =1

On a
of _, of

s = —1.
ot Jy

fty@®) = —y+t+1,

La formule de 'algorithme devient :

h2
Ynt1 =Yn +h(—yn +tn +1) + 3(1 — (—yn +ta+1))

SSI-MPHY
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Equations différentielles ordinaires Méthode de Taylor

Prenons un pas de temps de h = 0.1.

Résolvons sur 10 itérations I’équation différentielle :
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Equations différentielles ordinaires Méthode de Taylor

Prenons un pas de temps de h = 0.1.

Résolvons sur 10 itérations I’équation différentielle :

t; y(t:) Yi ly(ti) — vl
0.0 | 1.000000 | 1.000000 | 0.000000
0.1 | 1.004837 | 1.005000 | 0.000163
0.2 | 1.018730 | 1.019025 | 0.000294
0.3 | 1.040818 | 1.041217 | 0.000400
0.4 | 1.070320 | 1.070801 | 0.000482
0.5 | 1.106530 | 1.107075 | 0.000544
0.6 | 1.148811 | 1.149403 | 0.000592
0.7 | 1.196585 | 1.197210 | 0.000625
0.8 | 1.249328 | 1.249975 | 0.000646
0.9 | 1.306569 | 1.307227 | 0.000658
1.0 | 1.367879 | 1.368540 | 0.000662
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Equations différentielles ordinaires Méthode de Taylor

14

Solution analytique (exacte)

1351 —6— Méthode d’Euler (h=0.1)
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Equations différentielles ordinaires Méthode de Taylor

14

Solution analytique (exacte;
1351 ytique (¢ )

—©— Méthode d'Euler (h=0.1)
—— Méthode de Taylor (h=0.1)
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Equations différentielles ordinaires
Méthodes de Runge-Kutta

Objectif : Pouvoir disposer de méthodes d’ordre élevé tout en évitant le calcul
des dérivées de f.

Les méthodes de Runge-Kutta se basent sur la formulation de la méthode de
Taylor.
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Equations différentielles ordinaires
Méthodes de Runge-Kutta

Objectif : Pouvoir disposer de méthodes d’ordre élevé tout en évitant le calcul
des dérivées de f.

Les méthodes de Runge-Kutta se basent sur la formulation de la méthode de
Taylor.

Nous avons :

+h72 Of (tn,y(tn)) +af(tn, y(tn))

2 ot By fltn, y(tn)) |[+O(R®).

Y(tnt1) = y(tn)+h f(tn, y(tn))
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Equations différentielles ordinaires
Méthodes de Runge-Kutta

Objectif : Pouvoir disposer de méthodes d’ordre élevé tout en évitant le calcul
des dérivées de f.

Les méthodes de Runge-Kutta se basent sur la formulation de la méthode de
Taylor.

Nous avons :

+h72 Of (tn,y(tn)) +af(tnyy(tn))

2 ot By fltn, y(tn)) |[+O(R®).

Y(tnt1) = y(tn)+h f(tn, y(tn))

La méthode de Runge-Kutta d’ordre 2 cherche une approximation de la solution
en tp41 de la forme :

Y(tnt1) = y(tn) + arh f(tn, y(tn)) + azh f(tn + azh,y(tn) + ash).

% Il s’agit de déterminer les parametres ai, as, a3 et a4 tels que I'erreur commise
soit du méme ordre que la méthode de Taylor d’ordre 2.
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Equations différentielles ordinaires Méthodes de Runge-Kutta

Pour cela, nous partons du développement de Taylor en deux variables de f :

Fltntash,y(tn)tash) = f(tn, y(tn))+ash L (t"éf(t"” +an?! (t"a’;’(t"”

+0O(h?)
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Equations différentielles ordinaires Méthodes de Runge-Kutta

Pour cela, nous partons du développement de Taylor en deux variables de f :

f(tn+a3h,y(tn)+a4h) _ f(tn,y(tn))+a3haf(t"’y(tn))+a4h8f(tn’y(tn))

O(h?
ot oy +O(R)

La formule devient

3h2 8f(tn7 y(tn)) +a2a4h2 8f(tn7 y(tn))

Ok
ot oy +0(

Y(tnt1) = y(tn)+(a1+a2)h f(tn, y(tn))+aza
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Equations différentielles ordinaires Méthodes de Runge-Kutta

Pour cela, nous partons du développement de Taylor en deux variables de f :

f(tn+a3h,y(tn)+a4h) _ f(tn,y(tn))+a3haf(t"’y(tn))+a4h8f(tn’y(tn))

O(h?
ot oy +O(R)

La formule devient

3h2 8f(tn7 y(tn)) +a2a4h2 8f(tn, y(tn))

Y(tn+1) = y(tn)+(a1+a2)h f(tn, y(tn))+aza 5t oy

+O(k

(rappel formulation de Taylor)

279¢F Of
Y(tns1) = y(tn)+h ,/‘(1,,7,~;u<1,n,)>+h,'— d'/“”‘: y(tn)) +”"<"“”“”)>

“(tn, y(t O(R?).
2 ot dy ftn,y(tn)) | +O(R%)
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Equations différentielles ordinaires Méthodes de Runge-Kutta

Pour cela, nous partons du développement de Taylor en deux variables de f :

f(tn+a3h,y(tn)+a4h) _ f(tn,y(tn))+a3haf(t"’y(tn))+a4h8f(tn’y(tn))

O(h?
ot oy +O(R)

La formule devient

3h2 8f(tn7 y(tn)) +a2a4h2 8f(tn, y(tn))

Ok
ot oy +0(

Y(tnt1) = y(tn)+(a1+a2)h f(tn, y(tn))+aza

(rappel formulation de Taylor)

279¢F Of
Y(tns1) = y(tn)+h ,/‘(1,,7,~;u<1,n,)>+h,'— d'/“”‘: y(tn)) +”"<"“”“”)>

“(tn, y(t O(R?).
2 ot dy ftn,y(tn)) | +O(R%)

Nous pouvons constater que cette formulation est du méme ordre que celle de
Taylor.

Icam, TOULOUSE. SSI-MPHY 114 / 127



Equations différentielles ordinaires Méthodes de Runge-Kutta

Pour cela, nous partons du développement de Taylor en deux variables de f :

af(tnyy(tn)) 8f(tn7y(tn))

F(tnbash, ylt)+ash) = Ftasy(o)+aah 2D O D) oy
La formule devient

5 Of (tn, y(tn 5 O0f(tn,y(tn
W) = 9t 401 + a2 f(tn,y(ta) bazasi LD gy 2 ) o

(rappel formulation de Taylor)

hiz 0,/‘([71,!/([71))+({)./A<Ln¢y(ln)>

: (tn, y(tn)) | +O(R?).
2 ot dy Ftn,y(tn)) (h?)

.(/([VIA1> — y<[h)+h ,/‘([n» y(l'n,)>+

Nous pouvons constater que cette formulation est du méme ordre que celle de
Taylor.

= Déterminons par identification les parametres a;.
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Equations différentielles ordinaires Méthodes de Runge-Kutta
Nous obtenons ainsi un systéme non linéaire de 3 équations a 4 inconnues :

ait+ay = 1
azaz = %
azas = 5f(tn,y(tn))
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Equations différentielles ordinaires Méthodes de Runge-Kutta
Nous obtenons ainsi un systéme non linéaire de 3 équations a 4 inconnues :

ait+ay = 1
azaz = %
azas = 5f(tn,y(tn))

Le systeme étant sous-contraint, il n’y a pas de solution unique.
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Equations différentielles ordinaires Méthodes de Runge-Kutta

Nous obtenons ainsi un systéme non linéaire de 3 équations a 4 inconnues :

ait+ay = 1
azaz = %
azas = 5f(tn,y(tn))

Le systeme étant sous-contraint, il n’y a pas de solution unique.

Cela offre plusieurs variantes de la méthode.
En voici une particuliere, appelée également la méthode d’Euler modifiée :
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Equations différentielles ordinaires Méthodes de Kutta

Nous obtenons ainsi un systéme non linéaire de 3 équations a 4 inconnues :

ait+ay = 1
azaz = %
azas = 5f(tn,y(tn))

Le systeme étant sous-contraint, il n’y a pas de solution unique.

Cela offre plusieurs variantes de la méthode.
En voici une particuliere, appelée également la méthode d’Euler modifiée :

1
m=az= g, as =1 et as = f(tn,y(tn))-
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Equations différentielles ordinaires Méthodes de Runge-Kutta

Nous obtenons ainsi un systéme non linéaire de 3 équations a 4 inconnues :

ait+ay = 1
azaz = %
azas = 5f(tn,y(tn))

Le systeme étant sous-contraint, il n’y a pas de solution unique.

Cela offre plusieurs variantes de la méthode.
En voici une particuliere, appelée également la méthode d’Euler modifiée :

1
m=az= g, as =1 et as = f(tn,y(tn))-

Etant donné un pas de temps h, une condition initiale (¢0,¥yo) et un nombre
maximal d’itérations N, les valeurs approchées successives de la fonction y(t) sont
calculées par la formule

y = yn+hf(t"7yn)
tnt1 = tn+h
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Equations différentielles ordinaires Méthodes de Runge-Kutta
Exemple 1 :

Reprenons I’équation différentielle

{ y = —y+t+l
y(0) =1

La méthode de Runge-Kutta d’ordre 2 (la version Euler modifiée) est appliquée
avec le méme pas h = 0.1.
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Equations différentielles ordinaires Méthodes de Runge-Kutta
Exemple 1 :

Reprenons I’équation différentielle

{ y = —y+t+l
y(0) =1

La méthode de Runge-Kutta d’ordre 2 (la version Euler modifiée) est appliquée
avec le méme pas h = 0.1.

ti y(t:) Yi ly(ti) — vl
0.0 1.000000 | 1.000000 0.000000
0.1 1.004837 | 1.005000 0.000163
0.2 1.018730 | 1.019025 0.000294
0.3 1.040818 | 1.041217 0.000400
0.4 1.070320 | 1.070801 0.000482
0.5 1.106530 | 1.107075 0.000544
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Equations différentielles ordinaires Méthodes de Runge-Kutta
Exemple 1 :

Reprenons I’équation différentielle

{ y = —y+t+l
y(0) =1

La méthode de Runge-Kutta d’ordre 2 (la version Euler modifiée) est appliquée
avec le méme pas h = 0.1.

ti y(t:) Yi ly(ti) — vl
0.0 1.000000 | 1.000000 0.000000
0.1 1.004837 | 1.005000 0.000163
0.2 1.018730 | 1.019025 0.000294
0.3 1.040818 | 1.041217 0.000400
0.4 1.070320 | 1.070801 0.000482
0.5 1.106530 | 1.107075 0.000544

¢ On retrouve les mémes résultats que la méthode de Taylor d’ordre 2. Toutefois,
cette parfaite similitude est exceptionnelle, cette EDO est un cas particulier.
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Equations différentielles ordinaires
Méthode de Runge-Kutta d’ordre 4

En reprenant le développement de Taylor de la fonction f jusqu’a l'ordre 5, et en
suivant un raisonnement similaire, un systéme de 8 équations non linéaires a 10
inconnues est obtenu.

Le résultat final est une méthode de Runge-Kutta d’ordre 4.
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Equations différentielles ordinaires
Méthode de Runge-Kutta d’ordre 4

En reprenant le développement de Taylor de la fonction f jusqu’a l'ordre 5, et en
suivant un raisonnement similaire, un systéme de 8 équations non linéaires a 10
inconnues est obtenu.

Le résultat final est une méthode de Runge-Kutta d’ordre 4.

Etant donné un pas de temps h, une condition initiale (£o,%o0) et un nombre
maximal d’itérations N, les valeurs approchées successives de la fonction y(t) sont
calculées par la formule

ki = hf(tn,yn)

k2 = hf(tat%un+%)

ks = hf(tnt 30+ F)

ka = hf(tn+h,yn+ks3)

Yn+1 = Yn+ g(k1+ 2kz + 2k3 + ka)
tht1 = tnt+h
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Equations différentielles ordinaires
Méthode de Runge-Kutta d’ordre 4

En reprenant le développement de Taylor de la fonction f jusqu’a lordre 5, et en
suivant un raisonnement similaire, un systéme de 8 équations non linéaires a 10
inconnues est obtenu.

Le résultat final est une méthode de Runge-Kutta d’ordre 4.

Etant donné un pas de temps h, une condition initiale (£o,%o0) et un nombre
maximal d’itérations N, les valeurs approchées successives de la fonction y(t) sont
calculées par la formule

ki = hf(tn,yn)

k2 = hf(tat%un+%)

ks = hf(tnt 30+ F)

ka = hf(tn+h,yn+ks3)

Yn+1 = Yn+ g(k1+ 2kz + 2k3 + ka)
tht1 = tnt+h

¢ Cette méthode est tres utilisée en raison de sa grande précision.
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Equations différentielles ordinaires Méthodes de Runge-Kutta
Exemple 1 :

Reprenons I’équation différentielle

{ v o= —ytttl
y(0) =1

La méthode de Runge-Kutta d’ordre 4 est appliquée avec le méme pas h = 0.1.
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Equations différentielles ordinaires Méthodes de Runge-Kutta
Exemple 1 :
Reprenons I’équation différentielle

{ v o= —ytttl
y(0) =1

La méthode de Runge-Kutta d’ordre 4 est appliquée avec le méme pas h = 0.1.

t; y(ti) Yi ly(t:) — il

0.0 | 1.000000 | 1.000000 0.000000

0.1 | 1.004837 | 1.004837 | 0.081 x 10~
0.2 | 1.018730 | 1.018730 | 0.148 x 10~
0.3 | 1.040818 | 1.040818 | 0.201 x 10~
0.4 | 1.070320 | 1.070320 | 0.242 x 10~
0.5 | 1.106530 | 1.106530 | 0.274 x 106
0.6 | 1.148811 | 1.148811 | 0.298 x 10~
0.7 | 1.196585 | 1.196585 | 0.314 x 106
0.8 | 1.249328 | 1.249329 | 0.325 x 10~
0.9 | 1.306569 | 1.306569 | 0.331 x 106
1.0 | 1.367879 | 1.367879 | 0.333 x 10—6
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Equations différentielles ordinaires
Cas des EDO d’ordre 2

Nous avons considéré jusqu’a maintenant des EDO d’ordre 1 :

{ y/ = f(tvy)
y(to) = %o
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Equations différentielles ordinaires
Cas des EDO d’ordre 2

Nous avons considéré jusqu’a maintenant des EDO d’ordre 1 :

{ y/ = f(tvy)
y(to) = %o

Comment résoudre une EDO d’ordre 27

v = flty,y)
y(to) = yo
y'(to) = o
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Equations différentielles ordinaires Cas des EDO d’ordre 2

Cas des EDO d’ordre 2

Nous avons considéré jusqu’a maintenant des EDO d’ordre 1 :

{ y/ = f(tvy)
y(to) = %o

Comment résoudre une EDO d’ordre 27

v = flty,y)
y(to) = yo
y'(to) = o

= Nous allons transformer ’équation d’ordre 2 en 2 équations d’ordre 1.
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Equations différentielles ordinaires Cas des EDO d’ordre 2

Pour cela, définissons deux nouvelles variables y; et y2, et posons

Y1 =
Y2 =

<

<
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Equations différentielles ordinaires Cas des EDO d’ordre 2

Pour cela, définissons deux nouvelles variables y; et y2, et posons

Nous avons alors 2 équations différentielles

{y’l =
vy = flt,y1,v2)
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Equations différentielles ordinaires Cas des EDO d’ordre 2

Pour cela, définissons deux nouvelles variables y; et y2, et posons

g=1y
y2=v
Nous avons alors 2 équations différentielles
{ Y, = e
vy = [t y1,92)

Soit sous forme matricielle

Bﬂ = { Y2 ] & Y =F@4Y) avec Y = {yl]

F(t,y1,v2) Y2
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Equations différentielles ordinaires Cas des EDO d’ordre 2

Pour cela, définissons deux nouvelles variables y; et y2, et posons

g=1y
y2= 1y
Nous avons alors 2 équations différentielles
{ Y, = e
vy = [t y1,92)

Soit sous forme matricielle

vi| Y2 , . i
L/é] B {f(t, y1,y2)] = Y'=F(Y) avec Y = {312]

= Nous retrouvons une EDO d’ordre 1 (mais de dimension 2) et nous pouvons
alors appliquer les méthodes vues précédemment.
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Equations différentielles ordinaires Cas des EDO d’ordre 2

Exemple

2’ (t) + 32 (t) + 5x(t) = sin(t)
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Equations différentielles ordinaires Cas des EDO d’ordre 2

Exemple
2’ (t) + 32 (t) + 5x(t) = sin(t)
Posons
Yyir = x
y2 =
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Equations différentielles ordinaires Cas des EDO d’ordre 2

Exemple
2’ (t) + 32 (t) + 5x(t) = sin(t)
Posons
Yyir = x
y2 =

Nous avons alors I’équation
Y Y2
—5y1 — 3y2

yé] - Lin(t)

|
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Equations différentielles ordinaires Cas des EDO d’ordre 2

Exemple
2’ (t) + 32 (t) + 5x(t) = sin(t)
Posons
Yyir = x
y2 =

Nous avons alors I’équation

Y _ Y2
Yh sin(t) — 5y1 — 3y2

Nous pouvons résoudre cette EDO par la méthode d’Euler en calculant

Yiptr = Y1, T hy2,,
Y2pt1 = Y2, T h<Sin(tn) -5y, — 3y2n)
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Exemples

Exemple 1 : Résoudre I’équation différentielle suivante

{ ¥ +y*=0
y(0) = 1
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Exemples

Exemple 1 : Résoudre I’équation différentielle suivante

{ Y +y>=0
y(0) = 1

s . . 1
Dans cet exemple, on connait la solution analytique : y(t) = PerE]
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Exemples

Exemple 1 : Résoudre I’équation différentielle suivante

{ Y +y>=0
y(0) = 1

s . . 1
Dans cet exemple, on connait la solution analytique : y(t) = PerE]

Résolvons numériquement cette EDO sur lintervalle [0, 1] avec un pas de 0.2.

SSI-MPHY 122 / 127



Exemples

Exemple 1 : Résoudre I’équation différentielle suivante

{ ¥ +y*=0

y(0) = 1

Dans cet exemple, on connait la solution analytique : yt) = ——

Résolvons numériquement cette EDO sur lintervalle [0, 1] avec un pas de 0.2.

t; y(t:) y; (Euler) | yv; (R-K2) | y; (R-K4)

0.0 1.000000 | 1.000000 1.000000 1.000000
0.2 0.833333 | 0.800000 0.836000 0.833339
0.4 0.714285 | 0.672000 0.717638 0.714292
0.6 0.625000 | 0.581683 0.628359 0.625005
0.8 0.555555 | 0.514012 0.558692 0.555560
1.0 0.500000 | 0.461170 0.502851 0.500004
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1 T

T
Solution analytique
0.951- -

0.9 i

0.85 B

0.75 i

0.7 B

0.6 i

0.55 -

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
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1 T T
Solution analytique
—©— Euler (h=0.2)

0.8 i

0.6 b

04 I I I I I I I I I
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
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1 T T
Solution analytique
—©— Euler (h=0.2)
0.9 —— Runge-Kutta 2 (h=0.2) |
0.8 |
0.7 4
0.6 -
0.5
0.4 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
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1 T T
Solution analytique
—©— Euler (h=0.2)

ool —— Runge-Kutta 2 (h=0.2) |
' —#— Runge-Kutta 4 (h=0.2
0.8 i
0.7+ B
0.6 b

05
0.4 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
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T T

0.76 Solution analytique
—©— Euler (h=0.2)

—— Runge-Kutta 2 (h=0.2

—#— Runge—Kutta 4 (h=0.2

0.34 0.36 0.38 0.4
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Exemples
Exemple 2 :

Considérons le mouvement d’une masse m suspendue & une corde de longueur .
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Exemples
Exemple 2 :

Considérons le mouvement d’une masse m suspendue & une corde de longueur .

L’évolution de langle 0(¢) est décrite par ’équation différentielle suivante. A ¢ = 0,
on suppose que la masse est a I’arrét et forme un angle g = 30° avec la verticale.

mlo”(t) = —mgsin0(t) — cs10'(t)

i
9'(0) = 0
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Transformons notre équation différentielle d’ordre 2 en 2 équations d’ordre 1.

Posons : z1(t) = 0(t) et x2(t) =0'(1).
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Transformons notre équation différentielle d’ordre 2 en 2 équations d’ordre 1.
Posons : z1(t) = 0(t) et x2(t) =0'(1).

Nous obtenons le systeme

mlzl, = —mgsinz —cylazo
T = a2
0(0) = %
0'(0) = 0

SSI-MPHY 125 / 127
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Equations différentielles ordinaires
Transformons notre équation différentielle d’ordre 2 en 2 équations d’ordre 1.

Posons : z1(t) = 0(t) et x2(t) =0'(1).

Nous obtenons le systeme

mlzl, = —mgsinz —cylazo zy = _9g sinxy — CixQ
T = a2 ) = a2
. ou encore
00 = % z1(0) = F
00) = 0 22(0) = 0
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Transformons notre équation différentielle d’ordre 2 en 2 équations d’ordre 1.
Posons : z1(t) = 0(t) et x2(t) =0'(1).

Nous obtenons le systeme

mlzl, = —mgsinz —cylazo zy = _9g sinxy — CixQ
T = a2 ) = a2
. ou encore
00 = % z1(0) = F
00) = 0 22(0) = 0

En définissant y = B;] , on retrouve la forme étudiée précédemment
! 0’
y/ = |:33;:| = |:9//:| = f(t7 y)
g
- 6
o = [§]
ou f est une fonction vectorielle de la forme

100 = g g er, )

. (&
—7sinz — -z
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Résolvons numériquement ’équation dans le cas d’un pendule de masse et de
longueur unitaire, et analysons I'impact du coefficient de frottement cy.
Appliquons la méthode de Runge-Kutta d’ordre 4 afin d’estimer la solution 0(t)
sur ’horizon temporel : 0 — 20 s.
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Equations différentielles ordinaires
Résolvons numériquement ’équation dans le cas d’un pendule de masse et de

longueur unitaire, et analysons I'impact du coefficient de frottement cy.

Appliquons la méthode de Runge-Kutta d’ordre 4 afin d’estimer la solution 0(t)

sur ’horizon temporel : 0 — 20 s.

Prenons un pas de temps A = 0.001, la condition initiale (t0,¥yo) et un nombre
maximal d’itérations N = 20000, les valeurs approchées successives de la fonction
y(t) sont calculées par la formule

ki1 = haxo,
ka1 = h(—gsinxln —szzn)
k2 = ha, +h%22

. k k
ka2 = h(—gsm(ranr 12’1)—Cf(ff32n+%))

k14 = haxo, +hka3
k2’4 = h ( — gsin(rln —+ kl,S) — Cf(mgn —+ k2’3))

Tl = T1,+ é(k1,1 + 2k1,2 +2k1,3 + k1,4)
Y241 = T2, + %(k?,l + 2ko 2 + 2ko.3 + ka2,4)

f =t h
SSILMPHY 126 / 127

ki3 = hao, +h52L
kos = h(-gsin(@r, +52) - cs(@a, + 732))
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0.6

T T
— B(t) pour cf:0.2

04 —— 8(t) pour cf=0.07

0.2

-0.2-

hl \ \\/‘ \/ﬁ ¥ \ i\ /

0.6
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0.6

0.4

0.2

-0.2-

-0.4

0.6

F“ N A — 6(t) pour c=0.2
“‘ / \ “/ \ / \ ———— 8(t) pour c::0.0f
H J

—6(t) pour ¢=1.0
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