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Introduction Rappels

[’ Automatique ou la Théorie de la Commande

Discipline traitant de la modélisation, l’analyse et la commande des systémes
dynamiques. Elle a pour objectif l’étude et la conception de dispositifs
fonctionnant sans intervention humaine.

AUTOMATIQUE NUMERIQUE 3/87



Introduction
L’Automatique ou la Théorie de la Commande
Discipline traitant de la modélisation, l’analyse et la commande des systémes

dynamiques. Elle a pour objectif l’étude et la conception de dispositifs
fonctionnant sans intervention humaine.
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Introduction
L’Automatique ou la Théorie de la Commande
Discipline traitant de la modélisation, l’analyse et la commande des systémes

dynamiques. Elle a pour objectif l’étude et la conception de dispositifs
fonctionnant sans intervention humaine.

Ye(t)
—1 Loi de u(t)

Systeme
commande y

* Objectif : Concevoir une loi de commande pour asservir la sortie du systéeme
suivant la consigne.
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Introduction
L’Automatique ou la Théorie de la Commande
Discipline traitant de la modélisation, l’analyse et la commande des systémes

dynamiques. Elle a pour objectif l’étude et la conception de dispositifs
fonctionnant sans intervention humaine.

Ye(t)
—1 Loi de u(t)

Systeme
commande y

* Objectif : Concevoir une loi de commande pour asservir la sortie du systéeme
suivant la consigne.

= principe de contre-réaction
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Introduction Rappels

Exemple

Nous souhaitons réguler la température d’une enceinte thermique autour de 40°.

0(t)

eext

oxal |
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Introduction Rappels

Exemple

Nous souhaitons réguler la température d’une enceinte thermique autour de 40°.

0(t)

eext

oxal |

o Un élément chauffant avec I’étage de puissance est piloté par la tension de
commande u(t).

e La température dans l’enceinte est notée 6(t).

o La température extérieure est notée Ocgt.
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Introduction Rappels

1i¢re approche :
par essais ou par calculs, trouver la valeur u(t) = ug telle que la puissance fournie

par I’élément chauffant compense les pertes avec ’extérieur et résulte en une
température 6 = 40°.

= commande en boucle ouverte

Problémes 7

o 0 change si Oyt varie.

@ 0 change si des objets sont présents a ’intérieur.
°

o La commande n’est pas réactive.

La rapidité de convergence n’est pas controlée.
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Introduction Rappels

onde approche :

Un capteur est mis en place pour mesurer 6. Une loi de commande est élaborée
pour calculer automatiquement u(t) par rapport a la mesure et a la valeur de
consigne.

= commande en boucle fermée

aemt

0.(t)
—>t correcteur —— u(t) I I ]
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Introduction Rappels

u(t) | enceinte 0(t)
thermique

Une étude expérimentale approxime la relation entre I’entrée u(t) et la sortie 6(t)
par

240 O(t) + () = 4 u(t)
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Introduction Rappels

u(t) | enceinte 0(t)
thermique

Une étude expérimentale approxime la relation entre I’entrée u(t) et la sortie 6(t)
par

240 O(t) + () = 4 u(t)

Nous avons donc pour le systéme la fonction de transfert :

O(p) 4

Ulp)  240p+ 1
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Introduction Rappels

Correcteur proportionnel

Oc(p) + U(p) 4 O(p)
- 240p+1
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Introduction Rappels

Correcteur proportionnel

Oc(p) + U(p) 4 O(p)
d 240p + 1

Réponse & un échelon unitaire.

0.8

température

0.4

0.2

0 I I I I I
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temps (s)

AUTOMATIQUE NUMERIQUE 8 /87



Introduction Rappels

Correcteur PI

O:(p) + 1.5p+0.007 | U(p) 4 O(p)
— P 240p + 1
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Introduction Rappels

Correcteur PI

O:(p) + 1.5p+0.007 |  U(p) 4 O(p)
— P 240p+1

Réponse a un échelon unitaire.

0.8 l

température

041 .l

; ; ; ; ;
0 100 200 300 400 500 600
temps (s)
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Introduction Rappels

O:(p) + 1.5p+0.007 |  U(p) 4 O(p)
Z P 240p+1

Implémentation ?
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Introduction Rappels

O:(p) + 15p+0.007 | U(p) 4 O(p)
a 3 240p + 1

Implémentation ?

étage
puissance 0
correcteur
aext
0c(t) u(t)
— —> I capteur

= réalisation analogique
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Généralités
Schéma de principe de base d’un systéme asservi

l Perturbations

Erreur
Consigne + d'asservissement

Signal de
Commande

Sortie réelle

Systeme
(physique)

Contréleur

loi de commande

Sortie
mesurée

Capteur
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Généralités

Schéma de principe de base d’un systéme asservi

st . l Perturbations
' ) Erreur \ Signal de -
+ Consigne + d'asservissement Contrc“)leur ! Commande Systéme Sortie réelle
E - loi de commande E (physique)
E E Sortie
' ' mesurée
: : Capteur
%, Systéme de commande
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Généralités

Schéma de principe de base d’un systéme asservi

st . l Perturbations
' ) Erreur \ Signal de -
+ Consigne + d'asservissement Contrc“)leur ! Commande Systéme Sortie réelle
E - loi de commande E (physique)
E E Sortie
' ' mesurée
: : Capteur
%, Systéme de commande

o Objectif : asservir la sortie a la valeur spécifiée en consigne.

o Le contréoleur génere le signal de commande pour controler le systéme en
fonction de ’écart entre la consigne et la sortie mesurée.

e Des perturbations peuvent modifier le comportement du systeme.
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Introduction

Commande analogique d’un systéme

tension représentative
de la position

souhaitée +

D ——

i SN

P .
*"Contréleur

tension représentative
de la position

Généralités

Commande
du moteur

Etage de
puissance

mesurée

Cngin]

Position
(angle)

Systéme

u 4 capteur
potentiomeétre
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Introduction

Commande analogique d’un systéme

Généralités

tension représentative
de la position Commande Position
souhaitée + du moteur (angle)
E——

Etage de
puissance

L b B
¢ "Contréleur

~  Systeme

tension représentative
de la position

- % +
mesurée u J capteur
potentiomeétre

e La position mesurée est comparée & une position de référence (via une
tension).

o Un contrdleur, mis en oeuvre par un circuit électronique, commande le
moteur du bras.

o L’étage de puissance permet d’adapter le signal de commande & la puissance
de fonctionnement du moteur.
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Introduction  [EESEIEIIE

Commande numérique d’un systéme

Position
(angle)

consigne commande

: Controleur

o—t capteur
potentiometre

Ordinateur

o Le systéme de commande est réalisé par un ordinateur/microcontréleur.

e CAN : convertisseur analogique numérique, échantillonnage de la mesure.

o CNA : convertisseur numérique analogique, génération d’une tension & partir
d’un mot binaire.
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Introduction  [EESEIEIIE

Commande numérique d’un systéme

Position
(angle)

consigne commande

-~ Systéme

: Controleur

Ordinateur

Capteur numérique

o Le systéme de commande est réalisé par un ordinateur/microcontréleur.
e CAN : convertisseur analogique numérique, échantillonnage de la mesure.

o CNA : convertisseur numérique analogique, génération d’une tension & partir
d’un mot binaire.

Possibilité d’utiliser un capteur numérique, la mesure est un code binaire.
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Commande numérique, pourquoi ?

Avantages

Souplesse d’implémentation et de modification de la loi de commande.

Facilité d’implémentation (programmation) de lois sophistiquées et
comprenant de nombreux calculs.

o Possibilité d’adaptation des parametres en temps-réel ou occasionnellement.
o Insensibilité aux bruits, fiabilité (pas de dérive).

o Interconnexion possible avec d’autres appareils numériques, réseaux...

Inconvénients

o Cohabitation de signaux continus et numériques, nécessité des conversions
(A-N et N-A).

o Probleme inhérent a l’échantillonnage.

AUTOMATIQUE NUMERIQUE 15 / 87



Sommaire

@ Introduction @ Synthese de correcteurs

o Echantillonnage

@ Modélisation

© Analyse d’un asservissement

AUTOMATIQUE NUMERIQUE 16 / 87



Introduction Echantillonnage

Un signal est la représentation physique de l'information qu’il transporte. Il
constitue la manifestation physique d’une grandeur mesurable (tension, force,

température, vitesse...).

Signaux continus
Rt — R

t —  s(t)

s(t)

amplitude
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Introduction Echantillonnage

Un signal est la représentation physique de l'information qu’il transporte. Il
constitue la manifestation physique d’une grandeur mesurable (tension, force,

température, vitesse...).

Signaux continus Signaux discrets

{R*—)R

t —  s(t)

{N“' — R
k. — sk (ou s[k])

s(t) /]

amplitude

amplitude
@
L ]
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Introduction
La numérisation d’un signal consiste a transposer la représentation d’un signal
dans le domaine des temps et des amplitudes continus (signal analogique) au
domaine des temps et des amplitudes discrets (signal numérique). Cette opération
comporte deux étapes principales : échantillonnage et quantification.
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Introduction Echantillonnage

La numérisation d’un signal consiste a transposer la représentation d’un signal
dans le domaine des temps et des amplitudes continus (signal analogique) au

domaine des temps et des amplitudes discrets (signal numérique). Cette opération

comporte deux étapes principales : échantillonnage et quantification.

s(t)

Q
9
£
=

g

Signal analogique temps
s(nT)

Q

<

£

=)

8 :

temps . -
P Signal numérique

Signal échantillonné
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Introduction Echantillonnage

Echantillonnage d’un signal

Un ordinateur n’est capable de traiter qu'un ensemble dénombrable de valeurs.

L’échantillonnage consiste a prélever les valeurs prises par un signal a des instants
donnés :

Se(t)

AUTOMATIQUE NUMERIQUE 19 / 87



Echantillonnage d’un signal

Introduction

Echantillonnage

Un ordinateur n’est capable de traiter qu'un ensemble dénombrable de valeurs.

L’échantillonnage consiste a prélever les valeurs prises par un signal a des instants

donnés :

s(t)

IcaM, TOULOUSE,

Se(t)

Se(t)
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Introduction Echantillonnage

Echantillonnage d’un signal
Un ordinateur n’est capable de traiter qu'un ensemble dénombrable de valeurs.

L’échantillonnage consiste a prélever les valeurs prises par un signal a des instants
donnés :

Se(t)

s(t) se(t)

0 t 0"

% Combien de fois par seconde devrions-nous relever le signal pour le restituer
correctement 7

= fréquence d’échantillonnage (Fe = T%) ?

AUTOMATIQUE NUMERIQUE
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Introduction hantillonnage

Exemple : échantillonnons une sinusoide de fréquence fo & une fréquence
Fe=3fo.
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Introduction hantillonnage

Exemple : échantillonnons une sinusoide de fréquence fo & une fréquence
Fe=3fo.

! ! ! ! ! ! !
I I T 1 I T T ¢
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Introduction hantillonnage

Exemple : échantillonnons une sinusoide de fréquence fo & une fréquence
Fe=3fo.

signal réel échantillonné signal reconstitué avec
les échantillons
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Introduction hantillonnage

Exemple : échantillonnons une sinusoide de fréquence fo & une fréquence
Fe=3fo.

signal réel échantillonné signal reconstitué avec
les échantillons

Intuitivement, choix de Fg :

e assez élevée pour représenter fidélement le signal original,

o limiter le nombre d’échantillons pour économiser le temps de calcul, la
mémoire, I’énergie...
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Introduction Echantillonnage

(résultat fondamental non détaillé ics)

Soit un signal s(¢) ayant un spectre & support borné (S(f) = 0 pour f > fmax)

s(t) S()
Transformée
de Fourier
temps [fréquence
0 = fmax 0 fmax

AUTOMATIQUE NUMERIQUE 21/ 87



Introduction Echantillonnage

(résultat fondamental non détaillé ics)

Soit un signal s(t) ayant un spectre & support borné (S(f) =0 pour f > fmaz)

s(t) S(f)
Transformée
de Fourier
temps [fréquence
0 = flﬂBX 0 fl'I'IilX

Théoréme de Shannon :

Pour préserver I'information contenue dans un signal analogique lors de son
échantillonnage, la fréquence d’échantillonnage doit étre supérieure au double de
la largeur spectrale du signal :

Fe 2 2fma.z

Sfmaz est la fréquence maximale du spectre “utile” (contenant l’information) du
signal original.
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Introduction Conversion numérique-analogique

Conversion numérique-analogique

A partir des valeurs numériques calculées par I'ordinateur, quel signal doit étre
généré pour la commande du systéme analogique ?
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Introduction Conversion numérique-analogique

Conversion numérique-analogique

A partir des valeurs numériques calculées par I'ordinateur, quel signal doit étre
généré pour la commande du systéme analogique ?

= opération la plus courante : bloquer les valeurs sur un intervalle 7.

Uk u(t)

Uk u(t)

— BOZ

| o

AUTOMATIQUE NUMERIQUE 23 /87



Introduction Conversion nu que-analogique

Fonction de transfert du BOZ?
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Introduction Conversion numérique-analogique

Fonction de transfert du BOZ?

Réponse impulsionnelle du bloqueur :

Ok bo(t)

bo(t
1 Ok BOZ o(t) 1

CNA

AUTOMATIQUE NUMERIQUE 24 / 87



Introduction Conversion numérique-analogique

Fonction de transfert du BOZ?

Réponse impulsionnelle du bloqueur :

3k bo(t)
1 d bo(t) 1
% . goz —
CNA
.k t
0 T T T 0 }Z
bo(t) =T() — (¢t — Te), avec I'(t) la fonction échelon unité

Par transformée de Laplace, on a :

AUTOMATIQUE NUMERIQUE 24 / 87



Sommaire

@ Modélisation
o Transformée en Z

o Systeéme a temps discret
o Systeme échantillonné
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Transformée de Laplace

Outil fondamental en Automatique : la transformée de Laplace

s(t) —£ S(p)
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Transformée de Laplace

Outil fondamental en Automatique : la transformée de Laplace

s(t) —£ S(p)

En supposant que s(t) =0, Vt <0, On a :

échelon 1 £ %
£ 1
rampe t _L£ 5
exponentielle (a > 0) e~9¢ L 1
p+a
i inwt £ _w
sinus sinw — 2

AUTOMATIQUE NUMERIQUE
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Transformée de Laplace d’une impulsion de Dirac

ol

ot —a)

= S(p) =e"P¢

ol

Q
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Cas des signaux discret

Quelle est la transformée de Laplace d’un signal discret ?

Se(t)

I S e s(t)
T T T T T T

0 7, 2 31, 4 5T, 6L 7L t
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Cas des signaux discret

Quelle est la transformée de Laplace d’un signal discret ?

Se(t)

AT

0 7, 2 31, 4 5T, 6L 7L t

se(t) = s(0)3(t) + s(Te)d(t — Te) + s(2Te)d(t — 2Te) + s(3Te)d(t — 3Te) + ... + s(kTe)d(t — KT
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Cas des signaux discret

Quelle est la transformée de Laplace d’un signal discret ?

Se(t)

AT

0 7, 2 31, 4 5T, 6L 7L t

se(t) = s(0)3(t) + s(Te)d(t — Te) + s(2Te)d(t — 2Te) + s(3Te)d(t — 3Te) + ... + s(kTe)d(t — KT

[

Se(p) = s(0) + s(T.)e PTe 4 5(2T.)e P2Te 4 5(3T.)e P3Te ... 4 s(kT.)e PFTe
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Transformée en Z

La transformée de Laplace d’un signal discret s’écrit donc :

+oo
se(t) Ty Se(p) = > s(kTe.) e PkTe
k=0
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Transformée en Z

La transformée de Laplace d’un signal discret s’écrit donc :

+oo
se(t) Ty Se(p) = > s(kTe.) e PkTe
k=0

Si 'on pose z = ePTe,
on définit la transformée en Z d’un signal discret s[k], la série :
oo

S(z)=">_ s[k] 27"

k=0

On note S(z) = Z{se(t)}. z est une variable complexe.

On note : s[k] = s(kTe)

Y. AriBA - Icam, Tc¢ b AUTOMATIQUE NUMERIQUE 29 / 87



Soit les signaux : Ik L) F(z) et glk] i) G(z)

Propriétés :
e Linéarité, pour a et b réels quelconques,

z{aflk] + bglk]} = aF(z) + bG(2)

o Retard, pour n € N,

Z{f[k - n]} = 2" F(2)
e Avance, pour n € N,

2{flk+nl} = 2" F(z) - S s
=0

@ Théoreme de la valeur finale,

Jim k] = lim (1—271) F(2)

Icam, TOULOUSE. AUTOMATIQUE NUMERIQUE 30/ 87



Table des transformées en Z

Rappelons que les fonctions temporelles f(t) ci-dessous sont nulles pour ¢ < 0.

Signal continu f(t) Signal échantillonné Transformée en Z : F(z)
f(kTe)
z
1 1
z—1
T
t kT, _teZ
(z—1)?
. z
a
z—a
67(” efalcTE z
z —e—aTe
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Table des transformées en Z

Rappelons que les fonctions temporelles f(t) ci-dessous sont nulles pour ¢ < 0.

Signal continu f(t) Signal échantillonné Transformée en Z : F(z)
f(kTe)
i T,
sin(wt) sin(wkTe) zsin(wT.)
22 — 2z cos(wTe) + 1
2
— T,
cos(wt) cos(wkTe) £ 2 cos(WT)
22 — 2z cos(wTe) + 1
—aTe gin(wT.)
—at ; " —akTe ; kT, ze e
e sin(wt) e sin(wkT,) 2% — 220~ 9Tc cos(wT.) + o~ 207e
2 —aTe
at kT z° — ze cos(wTe)
t € kT,
e cos(wt) e cos(wkTe) 22 — 2ze—aTc cos(wT,) + e—207c
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Modélisation Systéme a temps discret

Systeme a temps discret

Un systéme numérique met en relation des variables & temps discret

u[K] Systeme ylk]
numérique

AUTOMATIQUE NUMERIQUE 34 /87



Modélisation Systéme a temps discret

Systeme a temps discret

Un systéme numérique met en relation des variables & temps discret

u[K] Systeme ylk]
numérique

L’entrée et la sortie sont liées par une équation récurrente :
(cas des systémes linéaires invariants)

anylk] + an—1ylk — 1]+ ...+ aoylk — n] = dbpulk] +bm—1ulk —1]+...+bou[k —m]
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Modélisation Systéme a temps discret

Systeme a temps discret

Un systéme numérique met en relation des variables & temps discret

u[K] Systeme ylk]
numérique

L’entrée et la sortie sont liées par une équation récurrente :
(cas des systémes linéaires invariants)

anylk] + an—1ylk — 1]+ ...+ aoylk — n] = dbpulk] +bm—1ulk —1]+...+bou[k —m]

exemple :
’ 2y[k] + 4y[k — 1] + y[k — 2] = u[k] + 0.5u[k — 1]

ou encore

2ylk + 2] + 4y[k + 1] + y[k] = u[k + 2] + 0.5u[k + 1]
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Modélisation Systéme a temps discret

Nous pouvons directement exprimer ’évolution de la sortie :

ylk] = i(bmu[k}+bm,1u[k—1]+...+bou[k—m]—an,1y[k—1]—...—aoy[k—n])

an

A linstant k, la valeur de la sortie s’exprime en fonction des échantillons passées
de lentrée et de la sortie (et éventuellement de I’entrée présente).
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Modélisation Systéme a temps discret

Nous pouvons directement exprimer ’évolution de la sortie :

ylk] = i(bmu[k}+bm,1u[k—1]+...+bou[k—m]—an,1y[k—1]—...—aoy[k—n])

an

A linstant k, la valeur de la sortie s’exprime en fonction des échantillons passées
de lentrée et de la sortie (et éventuellement de I’entrée présente).

exemple :

y[k] = (u[k] +0.5ufk — 1] — dy[k — 1] — y[k — 2])

1
2

Si y[k] dépend de valeurs d’entrées futurs, ulk + ], le systéme n’est pas causal.
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Modélisation Systéme a temps discret

Exemple 1 évolution de la dette de Mr. xxx.

A chaque mois k, on définit :

y[k] : la dette 7 : Vintérét u[k] : remboursement mensuel
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Modélisation Systéme a temps discret

Exemple 1 évolution de la dette de Mr. xxx.

A chaque mois k, on définit :

y[k] : la dette 7 : Vintérét u[k] : remboursement mensuel

Modele a temps discret :

ylk +1] = y[k] + ry[k] — u[k]
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Modélisation Systéme a temps discret

Exemple 1 évolution de la dette de Mr. xxx.

A chaque mois k, on définit :

y[k] : la dette 7 : Vintérét u[k] : remboursement mensuel

Modele a temps discret :

ylk +1] = y[k] + ry[k] — u[k]

Evolution de la dette : 12000

100009 : i i i
r =0.02 8000 - i
y[0] = 10000 (emprunt initial) 6000 - i
400, k=1,...,5 4000 | |

ulk] = 150, k=6,...,10
800, k=11,...,23 2000 I |

: [1

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 2223

Icam, TOULOUSE, AUTOMATIQUE NUMERIQUE 36 / 87



Modélisation Systéme a temps discret

Exemple 2 dynamique des populations (modélisation basique).

Population = ensemble d’individus d’une méme espéce vivant dans un méme
territoire et pouvant se reproduire entre eux.

N¢y1 — N¢ = naissances — morts + migrations

AUTOMATIQUE NUME




Modélisation Systéme a temps discret

Exemple 2 dynamique des populations (modélisation basique).

Population = ensemble d’individus d’une méme espéce vivant dans un méme
territoire et pouvant se reproduire entre eux.

N¢y1 — N¢ = naissances — morts + migrations

Modele exponentiel :
e population isolée,
e pas de migrations,

@ ressources illimitées.

N[k + 1] = N[k] + r N[K]

r : taux intrinseque d’accroissement.
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Modélisation a temps discret

Exemple 2 dynamique des populations (modélisation basique).

Population = ensemble d’individus d’une méme espéce vivant dans un méme
territoire et pouvant se reproduire entre eux.

N¢y1 — N¢ = naissances — morts + migrations
300 : . . .
Modele exponentiel : e 1
e population isolée, E
. . 2001 A
e pas de migrations, :
@ ressources illimitées. 150} ; R
100 .
N[k + 1] = N[k] + r N[k]
50 e i
RPN R . o
r : taux intrinseque d’accroissement. P R4
o X : :
0 2 4 6 8 10

exemple avec N[0] =4 et r =0.5
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Modélisation a temps discret

Appliquons la transformée en Z & une équation récurrente

y[k] + 3y[k — 1] + 6y[k — 2] = u[k]
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Modélisation Systéme a temps discret

Appliquons la transformée en Z & une équation récurrente

y[k] + 3y[k — 1] + 6y[k — 2] = u[k]

| =

Y(2) +3271Y(2) +6272Y(2) = U(2)

ULOUSE. AUTOMATIQUE NUMERIQUE 38 /87



Modélisation Systéme a temps discret

Appliquons la transformée en Z & une équation récurrente

y[k] + 3y[k — 1] + 6y[k — 2] = u[k]

| =

Y(2) +3271Y(2) +6272Y(2) = U(2)

l

Fonction de transfert en Z : F(z) =

Y(z2) 1
U(z) 1432714622

Icam, TOULOUSE. AUTOMATIQUE NUMERIQUE 38 /87



Modélisation Systéme a temps discret

Appliquons la transformée en Z & une équation récurrente

y[k] + 3y[k — 1] + 6y[k — 2] = u[k]

| =

Y(2) +3271Y(2) +6272Y(2) = U(2)

l

Fonction de transfert en Z : F(z) =

Y (z) 1

U(z) Y(z)

Y(2)=F(2)U(2)

IcaMm, TOULOUSE, AUTOMATIQUE NUMERIQUE 38 /87



Modélisation Systéme a temps discret

Cas général :

anylk]l + an—1ylk — 1] + ... + aoylk — n] = bmulk] + bm—1ulk — 1] + ... + bou[k — m]
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Modélisation Systéme a temps discret

Cas général :

anylk]l + an—1ylk — 1] + ... + aoylk — n] = bmulk] + bm—1ulk — 1] + ... + bou[k — m]

| =

anY (2) + an—1271Y (2) + ... + apz Y (2) = b U(2) + bi—12 71U (2) + ... + boz"™U(2)
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Modélisation Systéme a temps discret

Cas général :

anylk]l + an—1ylk — 1] + ... + aoylk — n] = bmulk] + bm—1ulk — 1] + ... + bou[k — m]

| =

anY (2) + an—1271Y (2) + ... + apz Y (2) = b U(2) + bi—12 71U (2) + ... + boz"™U(2)

J

Fonction de transfert en Z : F(z)

Y(2)  bm+ bm—12"1 4+ ... +bgz"™

- U(z) an +an_12=1 4+ -+ agz—"
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Modélisation Systéme a temps discret

Cas général :

anylk]l + an—1ylk — 1] + ... + aoylk — n] = bmulk] + bm—1ulk — 1] + ... + bou[k — m]

| =

anY (2) + an—1271Y (2) + ... + apz Y (2) = b U(2) + bi—12 71U (2) + ... + boz"™U(2)

J

Fonction de transfert en Z : F(z)

Y(2)  bm+ bm—12"1 4+ ... +bgz"™

- U(z) an +an_12=1 4+ -+ agz—"

U(z) Y(2)

F(z)

Y(2)=F(z)U(z)

A - Icam, TOULOUSE AUTOMATIQUE NUMERIQUE 39 /87



Modélisation Systéme a temps discret

Exemple :

Soit un systeme a temps discret, d’entré u[k] et de sortie y[k], régit par

ylk] + 2y[k — 1] — dy[k — 2] = 5ulk] + ulk — 1]
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Modélisation Systéme a temps discret

Exemple :

Soit un systeme a temps discret, d’entré u[k] et de sortie y[k], régit par

ylk] + 2y[k — 1] — dy[k — 2] = 5ulk] + ulk — 1]

Application de la transformée en Z :

Y(2) +2:71Y(2) —4272Y(2) = 5U(2) 4+ 271U (2)
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Modélisation Systéme a temps discret

Exemple :

Soit un systeme a temps discret, d’entré u[k] et de sortie y[k], régit par

ylk] + 2y[k — 1] — dy[k — 2] = 5ulk] + ulk — 1]

Application de la transformée en Z :

Y(2) +2:71Y(2) —4272Y(2) = 5U(2) 4+ 271U (2)

On en déduit la fonction de transfert en Z du systeme :

Y (2) 54271
F = =
&) =T0) " 17152
ou encore
2
F) = Y(2) _ 5tz

U(z) 22+422—-4

Icam, TOULOUSE. AUTOMATIQUE NUMERIQUE 40 / 87



Modélisation Systéme a temps discret

Parallele systémes analogiques - systémes numériques

Temps discret Temps continu

Equations récurrentes Equations différentielles

{vtk), ylk—1] k=21, ulkl ulk=1) | {u®, 90, 50), - u@), A, )

Fonction de transfert en Z Fonction de transfert

(trans. en Z) {Y(z), U(z)} (trans. de Laplace) {Y(;D)7 U(p)}

AUTOMATIQUE NUMERIQUE 41 / 87
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@ Introduction @ Synthese de correcteurs

@ Modélisation

o Systeme échantillonné
© Analyse d’un asservissement
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Modélisation Systéme échantillonné

Systeme échantillonné

Commande d’un procédé analogique par calculateur :

point de vue du calculateur ?
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Modélisation Systéme échantillonné

Systeme échantillonné

Commande d’un procédé analogique par calculateur :

point de vue du calculateur ?

alk] | u(t) ) >¢ |yl

e conversion numérique-analogique : u[k] — u(¢)
e conversion analogique-numérique : y(t) — y[k]

@ le calculateur manipule les signaux discrets : u[k] et y[k]

AUTOMATIQUE NUMERIQUE 43 / 87



Modélisation Systéme échantillonné

Systeme échantillonné

Commande d’un procédé analogique par calculateur :

point de vue du calculateur ?

alk] | u(t) ) >¢ |yl

e conversion numérique-analogique : u[k] — u(¢)
e conversion analogique-numérique : y(t) — y[k]

@ le calculateur manipule les signaux discrets : u[k] et y[k]

% Fonction de transfert en Z du systeme échantillonné ?

AUTOMATIQUE NUMERIQUE 43 / 87



Modélisation Systéme échantillonné

La fonction de transfert du systéeme étant
Y(p) = G(p)U(p)

quelle fonction de transfert en Z lie u[k] et y[k] ?

Y(z) = G(2) U(z)
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Modélisation Systéme échantillonné

La fonction de transfert du systéeme étant

Y(p) = G(p)U(p)

quelle fonction de transfert en Z lie u[k] et y[k] ?

Y(z) = G(2) U(z)

Fonction de transfert en Z d’un systéme échantillonné :

échantillonnage G(Z) _ - 12{ G(p) }

Glp) ~ Lomtmome, =z

AUTOMATIQUE NUMERIQUE 44 / 87




Modélisation Systéme échantillonné

G
Le terme Z{ ﬂ} est obtenu a partir de la table des transformées.
P

F(p) F(z)
1 z
p z—1
1 Tez
p? (z — 1)2
1 z
p+a z —e—aTe
1 T.ze %Te
w0 G- ety
a z(1 — e Te)
P+ a) G- DG — e 7o)

w ze~2Te sin(wT,)
(p+a)? + w? 22 — 2ze—Te cos(wT,) + e—2aTe
p+a 22 — ze7%Te cos(wTe)
P+ a)? +w? 22 — 2ze—aTe cos(wTe) + e—2aTe

AUTOMATIQUE NUMERIQUE
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Modélisation Systéme échantillonné

Exemple 1 :

U [ U 2 |vw) > Y
’I_l p+0.5 T,

Fonction de transfert échantillonné ?
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Modélisation Systéme échantillonné

Exemple 1 :

U [ U 2 |vw > Y@
’I_l p+0.5 T

e

Fonction de transfert échantillonné ?

G(z) = %z{?}
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Modélisation Systéme échantillonné

Exemple 1 :

U [ U 2 |vw > Y@
’I_l p+0.5 T

e

Fonction de transfert échantillonné ?

G(z) = %z{?}

Décomposition en éléments simples :

G(p) 2 4 4

p p(p+05) p p+05
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Modélisation Systéme échantillonné

Exemple 1 :

U [ U 2 |vw > Y@
’I_l p+0.5 T

e

Fonction de transfert échantillonné ?

G(z) = %z{?}

Décomposition en éléments simples :

G(p) 2 4 4

p p(p+05) p p+05

Utilisation de la table des transformées élémentaires :

z—1 4z 4z 1—e05Te

Gl) = —— |, -7~ s -oos7 | = Y. —os7e

AUTOMATIQUE NUMERIQUE 46 / 87



Modélisation Systéme échantillonné

Tracés de la réponse indicielle de

2 1— 670.5’1—'8
ST 05 et G(2) =4——=7= avec Te = 1s
p+0. z—e 0

G(p) =

Step Response

A ‘

Amplitude

i i i i
0 2 4 6 8 10 12
Time (sec)
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Modélisation Systéme échantillonné

Tracés de la réponse indicielle de

2 1— 670.5Te
ST 05 et G(2) =4——=7= avec Te = 1s
p+0. z—e 0

G(p) =

Step Response

Amplitude

i
0 2 4 6 8 10 12
Time (sec)
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Modélisation Systéme échantillonné
Exemple 2 :

UE) [ U0 L v > ve
1T p(p+1) T,

Fonction de transfert échantillonné ?
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Modélisation Systéme échantillonné
Exemple 2 :

UE) [ U0 L v > ve
1T p(p+1) T,

Fonction de transfert échantillonné ?
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Modélisation Systéme échantillonné
Exemple 2 :

UE) [ U0 L v > ve
1T p(p+1) T,

Fonction de transfert échantillonné ?

Décomposition en éléments simples :

Glp) -1 1 1

P p  p? p+1
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Modélisation Systéme échantillonné
Exemple 2 :

UE) [ U0 L v > ve
1T p(p+1) T,

Fonction de transfert échantillonné ?

Décomposition en éléments simples :

Glp) -1 1 1

P p  p? p+1

Utilisation de la table des transformées élémentaires :

K=eTe —1+4T.

a = E_Te

a1 sz T.z P ] _ (Zi{(lz)(;li)a) e

b=1 2

AUTOMATIQUE NUMERIQUE 48 / 87



Modélisation me échantillonné

Tracés de la réponse indicielle de

1 z—>
Gp) = —— et Gz)=K————— avec Te = 200ms
(p) P (2)

Step Response

1 T T T

0.8F

0.6

Amplitude

0 | | | | | |
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6

Time (sec)
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Modélisation me échantillonné

Tracés de la réponse indicielle de

1 z—>
Gp) = —— et Gz)=K————— avec Te = 200ms
(p) P (2)

Step Response

1 T T T

0.8F

Amplitude

0 I I I I I
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6

Time (sec)
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Sommaire

© Analyse d’un asservissement
o Quelques signaux standards
o Stabilité d’un systeme
e Précision d’un systeme asservi
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Analyse d'un asservissement Quelques signaux standards

Quelques signaux standards

rappel sur les signauz types utilisés pour ’analyse temporelle des systémes
g Y. Y Y

Impulsion de Dirac

+oo
Signal défini par : / s(t)ydt = 1

—o0

TL: A(p)=1 TZ: A(z)=1

5(1) SIKT]

ULOUSE AUTOMATIQUE NUMERIQUE 51/ 87



Analyse d'un asservissement Quelques signaux standards

Echelon

Signal défini par : e(t) = 1,Vt >0et e(t) = 0, Vt <O0.

e(t) e[kT,]

AUTOMATIQUE NUMERIQUE 52 /87



Analyse d'un asservissement Quelques signaux standards

Rampe

Signal défini par : e(t) = egt, V&t > 0 et e(t) = 0, Vt <O0.

TL: E(p)=2 TZ : E(z)zeom

e(t) e[kI]

€0

AUTOMATIQUE NUMERIQUE 53 /87
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Sommaire

@ Introduction @ Synthese de correcteurs

@ Modélisation

© Analyse d’un asservissement

o Stabilité d’un systeme
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Analyse d'un asservissement Stabilité d'un systeme

Stabilité d'un systeme

Y a-t-il une différence notable entre les deux asservissements suivant ?
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Analyse d'un asservissement Stabilité d'un systeme

Stabilité d'un systeme

Y a-t-il une différence notable entre les deux asservissements suivant ?
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Analyse d'un asservissement [ESEIER RSS2

0.8 T

Zj y[’f]=%<*%>k

0.2+ T . 4
0 9 Q ry ° &

150

100 s
ulk :.l<fi)
col Ykl =3( 3 : |

_100 Il Il Il Il Il Il Il Il Il
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
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Analyse d'un asservissement [IEIEINIIERETL ROV 1) )

% Il s’agit d’un probléeme de stabilité.

Définition

Un systeme est dit stable ¢ si pour tout signal d’entrée borné le signal de sortie est
également borné :

si sup |ug| < co, alors  sup |yk| < oo
keN keN

a. Notons qu’il existe plusieurs notions de stabilité. Nous ne consideérerons ici que la stabilité
BIBO (bounded input bounded output).

Théoreme

Un systéme & temps discret linéaire (F'(z)) est stable ssi le module de chacun de
ses poles est strictement inférieur a 1.

équ. caractéristique de F'(z): anz"+...4+a1z+ap =0 = racines p1, p2,...,Pn

Condition de stabilité : |p;| <1, Vi=1,...n.
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Analyse d'un asservissement [ESEIER RSS2

Méthode pour I'analyse de stabilité d’un systéme numérique F'(z) :

o Calcul direct des péles de F(z).

o Critére de Jury.

AUTOMATIQUE NUME




Analyse d'un asservissement [ESEIER RSS2

Méthode pour I'analyse de stabilité d’un systéme numérique F'(z) :

o Calcul direct des péles de F(z).

o Critére de Jury.

Critére de Jury

Se base sur les coefficients du polynéme caractéristique (dénominateur de F(z)) :

anz" + an—12""t ...+ a1z + ao

e évite le calcul des poles,
o fournit un ensemble d’inégalités a tester,

o seul les cas des ordres n=2, 3 et 4 sont donnés.
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Analyse d'un asservissement [ESEIER RSS2

Un systéme numérique F'(z) est stable ssi les coefficients de son polynéme
caractéristique vérifient (hypothese : an > 0) :

ap+a1+az > 0
n=2: ap—a1+az > 0

az—ap > 0

ap+a1+az+az > 0
—ap+ai —az+az > 0
n=3

a3—|a0| > 0

aoag—alag—ag+a§ > 0
ap+ai1+az+az+ags > 0
ap—a1+azx—az+as > O

n=4

ai—a3—|a0a3—a1a4| > 0
(ap — a4)2(ao —az + a4) + (a1 — a3)(aoa3 —ajas) > O

AUTOMATIQUE NUMERIQUE 59 / 87



Analyse d'un asservissement [ESEIER RSS2

Exemple 1 : Soit le systéeme F(z) suivant

E(z) z+2 Y(z)
1623+422-82-3
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Analyse d'un asservissement [ESEIER RSS2

Exemple 1 : Soit le systéeme F(z) suivant

E(z) z+2 Y(z)

1623+422-82-3

Application du critére de Jury :

—-3-8+44+16 =9 > 0
3—-8—4416 =7 > 0 N
16-3 =13 > 0 = systeéme stable
=363 > 0

—3%x4+8%x16—-94256 =

AUTOMATIQUE NUMERIQUE 60 / 87
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Analyse d'un asservissement [ESEIER RSS2

Exemple 1 : Soit le systéeme F(z) suivant

E(z) z+2 Y(z)
1623+42°-82-3
Application du critére de Jury :
-3—-8+4416 =9 > 0
3—-8—4416 =7 > 0 N
16-3 =13 > 0 = systeéme stable
—3%x4+8%x16—9+256 = 363 > O
Réponse indicielle (E(p) est un échelon) :
035 ————— — Y ;
03t -
0.25F i
g 02f i
£oa1sf -
01t i
0.05F -
o ‘ ‘ ‘ ‘
0 5 10 15 20 25

Time (sec)

AUTOMATIQUE NUMERIQUE
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Analyse d'un asservissement Stabilité d'un systeme

Exemple 2 : Soit le systéme F(z) suivant

E@z) 224z Y(z)

2
— z¢+z
L 22-32:+424 Fz)

C2:2-22:+24
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Analyse d'un asservissement [ESEIER RSS2

Exemple 2 : Soit le systéme F(z) suivant

E@z) 224z Y(z)

- 22-32z+24

Application du critere de Jury :

24-2242 =22 > 0
2442242 =66 > 0
2-24 = —04 ¥ 0

F(z)

__ P4
222-22z+ 2.4

= systeme instable
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Analyse d'un asservissement [ESEIER RSS2

Exemple 2 : Soit le systéme F(z) suivant

E(z 2
() + z¢+z Y(z) F- 224z
- 22-32z+24 2) 2:2.22-4+ 24
Application du critere de Jury :
24—-2242 = 2.2 > 0
2442242 =66 > 0 = systeme instable
2—-24 = —04 ¥ 0
Réponse indicielle (E(p) est un échelon) :
2 x10° . . ‘ Step Re‘sponse ‘ ‘
151
1
2 05
£ oo ]
—o8 ,
i i
3 20 20 60 30 00 120 10 160

Time (sec)
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Analyse d'un asservissement [ESEIER RSS2

Exemple 3 :

Soit le systéme F(z) suivant

222 4241
23 + (K —0.75)z — 0.25

F(z) =
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Analyse d'un asservissement [ESEIER RSS2

Exemple 3 :

Soit le systéme F(z) suivant

222 4241
23 + (K —0.75)z — 0.25

F(z) =

Application du critere de Jury :

ap + a1 +az + asg = K > 0
—ag +a1 —az +as = K+0.5 > 0
ag—\a0| = 0.75 > 0
aoag—alag—a(2)+a§ = 1687T—-K > 0

Le systéme est donc stable pour 0 < K < 1.687.
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Analyse d'un asservissement [ESEIER RSS2

Exemple 4 : Bouclage d’un systéme échantillonné

Soit le systéme F(z) suivant (k est un gain de réglage)

U(z)

E@2) ,

R A

per) [
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Analyse d'un asservissement [ESEIER RSS2

Exemple 4 : Bouclage d’un systéme échantillonné

Soit le systéme F(z) suivant (k est un gain de réglage)

U(z)

E@2) ,

R A

o) [ T

Fonction de transfert en Z du systéme échantillonné :

z—1 (z —a)kb

k
G(z) = 2 Z{p2(p+1)} - (z—1)(z — e Te)

e Te(To+1)—1

Te T 1 etb=eTe — 14+ T,.
B e

avec a =

Fonction de transfert en Z du systéme en boucle fermée :

(z—a)kb
22+ (kb—1—eTe)z+ e Te — kba

F(z) =
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Analyse d'un asservissement [ESEIER RSS2

Application du critére de Jury :

e Te —kba+kb—1—eTe4+1 > 0
e Te —kba—kb+1+eTet1 > 0

1—eTe4kba > 0

2 cas :
Te = 1s Te = 10s
kK > 0 k > 0
264 > k 025 > k
24 > k 1 > k
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Analyse d'un asservissement )%

Application du critére de Jury :
e Te —kba+kb—1—eTe+1 > 0
e Te —kba—kb+1+eTe+1 > 0

1—eTe4kba > 0

2 cas :
Te = 1s Te = 10s
kK > 0 k > 0
264 > k 025 > k
24 > k 1 > k
Step Response 2 Step Response
1.8 al
16 4
1.4 4
8 0 12 ]
3 3
H £
H 208 k=0.2 1
06 e .
0.4r al
0.2 al
0 . . . , . ; ; ; ,
0 5 10 15 20 25 30 35 0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200
Time (sec) Time (sec)
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Analyse d'un asservissement
Précision d’un systeme asservi

Capacité de la sortie du systéme a suivre 'entrée de consigne

E e ty
® 2 80199 foorl | o) @

i T |

correcteur

systeme échantillonné
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Analyse d'un asservissement
Précision d’un systeme asservi

Capacité de la sortie du systéme a suivre 'entrée de consigne

o), &) U o)

C(2) BOZ G(p) :
' 3

correcteur

systeme échantillonné

Indice de performance :

calcul de Décart  e(kT.) = y(kTe) — e(kTe) en régime permanent.
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Analyse d'un asservissement
Précision d’un systeme asservi

Capacité de la sortie du systéme a suivre 'entrée de consigne

E e ty
® 2 80199 foorl | o) @

i T |

correcteur

systeme échantillonné

Indice de performance :

calcul de Décart  e(kT.) = y(kTe) — e(kTe) en régime permanent.

Pour une entrée de consigne donnée, vers quelle valeur tend 1’écart :

lim e(kTe) = 7
k—oo
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Analyse d'un asservissement Précision d'un systéme asservi

Expression de I'erreur ?

e(z) = E(z) = Y(2)
= E(z) — G(2)U(2)

= E(2) — G(2)C(2)e(2)

«)(1+6@0E ) = 56
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Analyse d'un asservissement Précision d'un systéme asservi

Expression de I'erreur ?

e(z) = E(z) = Y(2)
= E(z) — G(2)U(2)

= E(2) — G(2)C(2)e(2)

«)(1+6@0E ) = 56

On a donc :
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Analyse d'un asservissement Précision d'un systéme asservi

Expression de I'erreur ?

e(z) = E(z) = Y(2)
= E(z) — G(2)U(2)

= E(2) — G(2)C(2)e(2)

«)(1+6@0E ) = 56

On a donc :

1

&) = TTamen

E(2)

Et d’apres le théoreme de la valeur finale

lim e(kT.) = lim(1—2"1)e(2)

li
k—oo z—1

% Généralement, la précision s’étudie pour des entrées de type donné (— e(kTe)).
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Analyse d'un asservissement Précision d'un systéme asservi

On définit I’erreur de position :

erreur en régime permanent pour une entrée de type échelon
z

z—1

e(kTe) =€y, VkE>0 e 0, VkE<O — E(z) =eo
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Analyse d'un asservissement Précision d'un systéme asservi

On définit I’erreur de position :
erreur en régime permanent pour une entrée de type échelon
z
et 0, VE<O — E(z) =eo 1
5 —

e(kTe) =eo, VE>0

Exprimer ¢(z), puis appliquer le théoréme de la valeur finale
1 z
0

— _ 1 1
ep = kl;mwa(kTe)—;L)rri(l z )1+G(Z)C(Z)Z—1e

e(2)
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Analyse d'un asservissement Précision d'un systéme asservi

On définit I’erreur de position :

erreur en régime permanent pour une entrée de type échelon
z
z—1

e(kTe) =€y, VkE>0 e 0, VkE<O — E(z) =eo

Exprimer ¢(z), puis appliquer le théoréme de la valeur finale :

1
ep = lim e(kT:) = lim(1—2z71) z 0
k—oc0

iy 1+G()C() z—1°
e(z)

e[kT.] y[kTe]

€p o e o ° ° °® ° °®

=@

<
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On définit I’erreur de vitesse (ou de trainage) :
erreur en régime permanent pour une entrée de type rampe

e(kT.) = eo kT., Vk>0 et 0, Vk<O — E(z):egTeﬁ
P
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Analyse d'un asservissement Précision d'un systéme asservi

On définit I’erreur de vitesse (ou de trainage) :

erreur en régime permanent pour une entrée de type rampe
z
e(kTe) =eokTe, V>0 e 0, Vk<O — E(z) = egTeW
5 —

Exprimer £(z), puis appliquer le théoréme de la valeur finale :

Teeg

1 z
o = i e) = lim(1—z"71
c pim e(kTe) = lim(1-z )1+G(z)c(z) -1

e(z)
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Analyse d'un asservissement Précision d'un systéme asservi

On définit I’erreur de vitesse (ou de trainage) :

erreur en régime permanent pour une entrée de type rampe
z
e(kTe) =eokTe, VE>0 et 0, VE<O — E(z) = egTeW
Y —
Exprimer £(z), puis appliquer le théoréme de la valeur finale :

1 z

o = Jim (W) = Jimy (1 -2 e o R e
()
e[kT Y[KT] :
° &y
. !
t
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Analyse d'un asservissement Précision d'un systéme asservi

Ez) ., &2 4z Y(2)
- z+3

Exemple 1 :

Expression de lerreur : e(z)
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Analyse d'un asservissement Précision d'un systéme asservi

E@) ., &@2) 4z Y(2)

Exemple 1 :

- z+3
1 3
Expression de lerreur : e(2) = ——— E(2) = z+3 E(z)
1+ Z_f3 52+ 3
Erreur de position : ep = lim(1—2"1e(z) = 0.5¢0
z—1
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Analyse d'un asservissement Précision d'un systéme asservi

E@) . &@) 4z Y(2)
- z+3

Exemple 1 :

1 z+3
= T E(z) = E(z)

Expression de ’erreur : e(z) =
z+3 52+3

Erreur de position : ep = liml(l — 27 De(z) = 0.5¢
z—

1.2 T T T

0.8 8

0.6 8

0.4 8

0.2 8

0 L I

Time (s)
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Analyse d'un asservissement Précision d'un systéme asservi

Erreur de vitesse :

v = lim(1—2z"Y)e(z)
z—1

z—1 243 z

= 1
e 5243 (,z—l)260
[ —
B(2)
:+oo
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Analyse d'un asservissement Précision d'un systéme asservi

Erreur de vitesse :

v = lim(1—2z"Y)e(z)
z—1

z—1 243 z

= s o ®
B(x)
= + o0
20
18+ N
16+ q
14+ 1
12+ q
10+
al ]
ol ]
Al ]
M ]
=% 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
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Analyse d'un asservissement Précision d'un systéme asservi

Exemple 2 : E@) ., &) . :):Z — Y(2)
- 72-1,52 + 0,
Expression de lerreur :
1 2-152+05
e(z) = 14 05z B(z) = % E(2)
+ 22-1.5240.5 Z z :
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Analyse d'un asservissement Précision d'un systéme asservi

E(z) ,~ &@2) 0,52 Y(2)
. 2-152+05

Exemple 2 :

Expression de lerreur :

1
@) =T — El)=—
I+ 252705 —z+05
Erreur de position : ep = lim(1—2"He(z) =0
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Analyse d'un asservissement Précision d'un systéme asservi

E(z) , &(2)

0,5z

Y(2)

Exemple 2 :

z2-1,52+ 0,5

Expression de lerreur :
1

0.5z

I+ 22-1.5240.5

Erreur de position :

14— T T

1.2p

0.6

0.4

IcamM,

OULO!

20
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Analyse d'un asservissement Pre un systéme asservi

Erreur de vitesse :

Ev

lim (1 — 27 1) e(2)

z—1

z—122—-152+0.5 z

= lim e
z=1 2 22 —2+405 (2—1)2 0
—_———

E(z)

. (z=1)(2—0.5) eg
= lim = e
z=1 22 —2z+405 z-—1
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Analyse d'un asservissement Précision d'un systéme asservi

Erreur de vitesse :

v lim (1 — 27 1) e(2)

z—1

z—122—-152+0.5 z

= lim e
z=1 2 22 —2+405 (2—1)2 0
—_———

BE(z)

. (z=1)(2—0.5) eg
= lim = e
z2>1 22 — 2405 z—-1

10

8 10 12
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Principe

% Objectif : concevoir un correcteur pour asservir la sortie d’un systéme a une
consigne.

E@z) .

correcteur | ;

systéme échantillonné
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Principe

% Objectif : concevoir un correcteur pour asservir la sortie d’un systéme a une
consigne.

E@z) .

correcteur | ;

systéme échantillonné

Deux approches :

e Synthese directe d’un correcteur discret (par exemple : le RST).

e Discrétisation d’un correcteur continu.
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Discrétisation d’un correcteur continu

Idée : transposition d’un correcteur continu en correcteur discret.

= un correcteur analogique doit étre synthétisé au préalable.
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Discrétisation d’un correcteur continu

Idée : transposition d’un correcteur continu en correcteur discret.

= un correcteur analogique doit étre synthétisé au préalable.

E(p) ., U(p) Y(p)

C(p) G(p)

correcteur systeme
analogique
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Discrétisation d’un correcteur continu

Idée : transposition d’un correcteur continu en correcteur discret.

= un correcteur analogique doit étre synthétisé au préalable.

E(p) . Ulp) Y(p)
) C(p) G(p)
correcteur systeme
analogique

discrétisation

E(z, Y(z,
@ s c o) | Y2 JeozH o) |
. : Te |
corre’c?eur i

numerique systéme échantillonné
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Synthese de correcteurs Méthodes de transposition

Méthodes de transposition

Comment obtenir un correcteur Cy(2) par approximation du correcteur analogique
Cp)?

approximation

Ot cp) Y == S Cy2)

o Ils existent plusieurs techniques avec leurs avantages/inconvénients.
@ Seules deux méthodes sont présentées ici.

o Ces méthodes se basent sur une approximation de la variable p.
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Synthese de correcteurs Méthodes de transposition

Transposition d’Euler ou méthode des rectangles arrieres

La méthode est basée sur I’approximation numérique de la dérivation.

dz(t) ok — o1

dt Te
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Synthese de correcteurs Méthodes de transposition

Transposition d’Euler ou méthode des rectangles arrieres

La méthode est basée sur I’approximation numérique de la dérivation.

dz(t) ok — o1

dt Te

e Dans le domaine de Laplace, la dérivation correspond & une multiplication
par p.
o La transformée en Z de I'opération du membre de droite donne :

1—271
—— X (2).
X

Par analogie, un changement de variable est proposé :

1—271 z—1
P— —F— =
e zTe
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Synthese de correcteurs Méthodes de transposition

Transposition bilinéaire ou méthode de Tustin ou méthode des trapezes

La méthode est basée sur 'approximation numérique de I'intégration par la
méthode des trapezes.

approximation numérique Tp—1 + Tk

u(0) = [ ey Uk = g1 + LI TR
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Synthese de correcteurs Méthodes de transposition

Transposition bilinéaire ou méthode de Tustin ou méthode des trapezes

La méthode est basée sur 'approximation numérique de I'intégration par la
méthode des trapezes.

approximation numérique Tp—1 + Tk

u(0) = [ ey Uk = g1 + LI TR

e Dans le domaine de Laplace, I'intégration correspond & : Y (p) = %X(p).

T 1
o La transformée en Z de 'opération de droite donne : Y (2) = Ee 2t 1
z—

X(2).

Par analogie, un changement de variable est proposé :

2 z—1
Tez+1

p—
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Synthese de correcteurs Méthodes de transposition

Exemple

E(p) . U(p) Yio) |

100
o Considérons un asservissement avec G(p) = —
(p+1)
0.19 1
e Un correcteur analogique a été calculé : C(p) = 0-19p+1
0.06p + 1

e Discrétisons le correcteur par la transposition bilinéaire (avec Te = 0.02s) :
282 —2.6

Ca(z) = p——

o Ce correcteur numérique sera utilisé pour la commande du systeme
échantillonné G(z).
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Synthese de correcteurs Méthodes de transposition

Exemple : réponse de l'asservissement

Step Response
T

=
N
T
I

Amplitude
o
w e
T
L

o
(=2}
T
I

o
B
T
L

0.2r 1

0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1

Time (sec)
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Synthese de correcteurs Méthodes de transposition

Exemple : réponse de l'asservissement

Step Response
1.6 T

141 1

[y

Amplitude
o
=)
T
L

o
(=2}
T
I

o
B
T
L

0.2r 1

1
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Time (sec)

La commande numérique basée sur une approximation du correcteur analogique
permet d’avoir des performances d’asservissement comparables.
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Synthese de correcteurs Méthodes de transposition

¢ Remarque : leffet du bloqueur By(p) n’est pas pris en compte par la
discrétisation !

En toute rigueur, il faut en tenir compte

e pour que les performances de la commande numérique soit proche de
Poriginal,

@ sinon, il peut y avoir un risque d’instabilité si T, est trop grand.

o Peut étre négligé si T, assez petit.
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Synthese de correcteurs Méthodes de transposition

¢ Remarque : leffet du bloqueur By(p) n’est pas pris en compte par la
discrétisation !

En toute rigueur, il faut en tenir compte

e pour que les performances de la commande numérique soit proche de
Poriginal,

@ sinon, il peut y avoir un risque d’instabilité si T, est trop grand.

o Peut étre négligé si T, assez petit.

Prise en compte du bloqueur lors de la synthése du correcteur analogique C(p),

T,
e en assimilant le bloqueur & un retard pur d’une demi-période Bo(p) = e~ TP,

e en utilisant la transformation en W du systéme échantillonné,

@ en approchant le bloqueur par une fonction de transfert rationnelle :

1 ) " L—pf
Bo(p) ~ —F (dév. en série) ou Bo(p) ~ ——

~ (approx. de Padé
L+p5 1+pLe
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Synthese de correcteurs Implémentation
Implémentation

Schéma général de la commande numérique d’un systéme

Systeme —’ Systeme
de + capteur

commande 4_ + actionneur
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Synthese de correcteurs Implémentation

Implémentation

Schéma général de la commande numérique d’un systéme

Systéme Systéme
de
+ capteur
commande

+ actionneur

il

PC + carte d'acquisition microcontréleur

o Les convertisseurs CAN et CNA sont I'interface systéme numérique-systéme
physique.

o Ils sont réalisés via une carte d’acquisition ou une carte électronique
accompagnant le puC'.
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Synthese de correcteurs Implémentation

L’étape de syntheése permet d’obtenir un correcteur sous forme de fonction de
transfert Cy(z).

= comment implémenter une fonction de transfert ?
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Synthese de correcteurs Implémentation

L’étape de syntheése permet d’obtenir un correcteur sous forme de fonction de
transfert Cy(z).

= comment implémenter une fonction de transfert ?

= Il faut revenir dans le domaine temporelle.

Exprimer la relation temporelle entre ’entrée du correcteur et sa sortie :
(écart - commande numérique)
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Synthese de correcteurs Implémentation

L’étape de syntheése permet d’obtenir un correcteur sous forme de fonction de
transfert Cy(z).

= comment implémenter une fonction de transfert ?

= Il faut revenir dans le domaine temporelle.

Exprimer la relation temporelle entre ’entrée du correcteur et sa sortie :
(écart - commande numérique)

= équations récurrentes
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Synthese de correcteurs Implémentation

L’étape de syntheése permet d’obtenir un correcteur sous forme de fonction de
transfert Cy(z).

= comment implémenter une fonction de transfert ?

= Il faut revenir dans le domaine temporelle.

Exprimer la relation temporelle entre ’entrée du correcteur et sa sortie :
(écart - commande numérique)

= équations récurrentes

Exemple :

U(z)  3z+2

Ca) =5 = os = ulk] = 0.5ulk — 1] + 3e[k] + 2¢[k — 1]
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Synthese de correcteurs Implémentation

Programmation de la loi de commande en langage C. (exemple)

2| float commande(float consigne, float mesure)
3 {

4 float sortie;

5 float ecart;
6
7

static float sortie_previous = ]

static float entree_previous =

H

0.0
0.0

9 // calcul de 1’erreur (comparateur)

10 ecart = consigne - mesure;

12 // equation du correcteur

13 sortie = 0.b5xsortie_previous + 3%ecart + 2%
ecart_previous;

15 // mise a jour des valeurs "precedentes"

16 sortie_previous = sortie;

17 ecart_previous = ecart;

19 return sortie;

20 ¥

Cette fonction doit étre exécutée a chaque période d’échantillonnage Te.
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