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Résumé Le probléme du sac-a-dos multi-dimenssionnel est un probléme classique de 1'op-
timisation combinatoire appartenant a la classe des problémes NP-complets. Il fait I'objet
d’un grand intérét de la part de la communauté scientifique se traduisant par une multitude
de travaux autour du probléme du sac-a-dos. Cependant, il existe peu de travaux portant
sur ce qui fait la nature de la difficulté en optimisation combinatoire.

Dans cette article nous abordons le théme de la difficulté par I’étude de diverses techniques
permettant de concevoir des instances ardues. Ces derniéres sont basées respectivement sur
la conception de problémes de sac-a-dos dérivés de problémes en contraintes égalité et sur
I'utilisation de la transformée en Z du probléme du sac-a-dos multi-dimenssionnel.

Mots-Clefs. Probléme du sac-a-dos; Relaxation Lagrangienne; Transformée en Z.

1 Introduction

Le probléme du sac-a-dos est un probléme classique de I'optimisation combinatoire appartenant
a la classe des problémes NP-complets [5]. Il peut étre formulé comme suit :

n
maxz pj.x; = v(MKP),
j=1
n
s.C. Z w; .z < ¢, 1€ {1,..,m},

Jj=1
xz; €{0,1}, j € {1,...,n},

avec pj, ¢;, et w; ; entiers positifs pour i € {1,...,m} et j € {1,...,n}.
Ou plus simplement :

(MKP)

rnaxpt.:zz,
(MKP)< s.c. Wa <c, (2)
z € {0, 1},
w11 v Win
avec p = {p17 "'7pn}t7 c= {Cla "'7cm}t et W =
Wm,1 *** Wm,n

De plus, nous nous placerons sous les hypothéses (h1) et (h2) qui écartent les solutions triviales
du probléeme :

— (h1) : %nax }{wi,j} < ¢; pour i € {1,...,m} (cas de exclusion d’une variable) ,
7€{0,...,n

m
(h2) : Vi € {0,...,m}, ¢; > Z w; ; (cas d’une contrainte toujours réalisée).
=1

On rencontre le probléme du ;ac—a—dos multidimensionnel lorsqu’on cherche & optimiser I'usage
d’une entité qui consomme des ressources multiples. Il correspond au modéle général de type
allocation de ressources.

Il fait l'objet d’'un grand intérét de la part de la communauté scientifique, souligné par la
création de groupe de travail dédié tel que KSO (KnapSack et Optimisation) du GPR RO. Les
applications dans ce domaine sont en effet trés nombreuses (problémes liés a la cryptographie, a la
logistique, & la productique, & ’économie, au multimédia et & la finance) :



Gestion des chaines logistiques (probléme de répartition)
— Ordonnancement
Gestion des ressources humaines (emploi du temps)
Maintenance (service aprés vente, ordre des visites, minimisation de parcours)
— Gestion des siéges de trains, avions en fonction des tarifs
— Gestion de ressources (départ, arrivée, placement des avions)
— Gestion des containers dans les ports
De ce fait, la communauté scientifique porte un grand intérét & la résolution d’instances difficiles
et industrielles. Nous nous intéressons ici & ce qui fait qu’un probléme est difficile ou non. On sait
que dans le cas & une contrainte, plus les ratios profit sur poids sont proches, plus le probléme
est difficile & résoudre. En se basant sur ce constat, nous avons essayé d’engendrer des instances
difficiles dans le cas multicontraint. Deux approches différentes sont présentées.

2 Instances engendrées aléatoirement

La génération d’instances de fagon aléatoire souléve la question de ce qui fait qu’une instance
est plus ou moins difficiles a résoudre. Peu d’études ont été faites sur ce sujet.

Bien entendu, la difficulté de résolution d’un probléme dépend de la taille de ce dernier, mais
pas que de cela. On se rend compte qu’en considérant des tests sur des problémes aléatoires,
certains sont beaucoup plus durs & résoudre que d’autres qui peuvent notamment avoir une taille
plus grande.

Dans cette partie nous présenterons trois classes de problémes couramment utilisés afin de tester
les algorithmes de résolution, & savoir :

— problémes & données non-corrélées,

— problémes & données faiblement corrélées et

— problémes & données fortement corrélées

2.1 Problémes non-corrélés

Lorsque 'on étudie la complexité des méthodes de résolutions exacte, on se rend qu’elle est liée
d’une part a sa taille, mais aussi a la capacité du probléme. Nous pouvons considérer les problémes
suivants :

n
max E ;.- Ty,
j=1

n n

s.c. Z w; j.xj < a.z w; g, © € {1,...,m},
j=1 j=1

Zj S {05 1}7 .] € {17 ...7TL},

avec « €]0,1[ et pour j € {1,...,n} et i € {1,...,m}, les coefficients p;, ¢; et w;; sont tirés
de maniére uniforme dans, respectivement, [0,U,], [0,U,] et [0,U,] ou «, U, U, et U, sont des
paramétres fixés par 'utilisateur.

Ceci constitue la méthode la plus classique pour engendrer des problémes de facon aléatoire;
elle est d’ailleurs a la base de la génération des instances de Chu et Beasley [3] pour lesquelles «
prend les valeurs 0,25, 0,50 et 0,75.

Les instances les plus difficiles sont crées pour o = 0,5. En effet, pour un « petit, le sac-a-dos
est vite saturé, et pour un « grand, un changement de variable de type * — 1 — z permet de se
ramener au cas précédent.

(MK P(a))

2.2 Problémes corrélés

Contrairement au cas précédent, la génération du vecteur des profits p est liée & la matrice des
poids W. On distingue les problémes :



— faiblement corrélés : pour j € {1,...,n} et i € {1,...,m}, les coefficients w; ; sont tirés de
maniére uniforme dans [0, U,] et p; = max {1, p,;} avec p; tiré de maniére uniforme dans :

m m
E , Wk, j E , Wk, j
k=1 k=1
—we, — +wc|
m m

ol we est un paramétre spécifié par 'utilisateur ;
fortement corrélés : pour j € {1,...,n} et i € {1,...,m}, les coefficients w; ; sont tirés de
maniére uniforme dans [0, U,,] et

m
E Wk, j
k=1

pj = ——— +s¢
m
ol sc est un paramétre spécifié par 1'utilisateur.
Quant au vecteur des capacités c, il est généralement engendré de la méme fagon qu’avec les
n

problémes non-corrélés, a savoir ¢ = a.z Wi,
j=1
Les problémes fortement corrélés sont généralement plus difficiles & résoudre que leurs homo-
logues non-corrélés (cf. [15], [13], [16]).

3 Problémes dérivés d’un probléme combinatoire en contrainte égalité

Cette méthode se base sur les travaux de El Baz, Elkihel et Gely [4] qui ont présenté une
méthode de résolution du probléme du sac-a-dos multidimensionnel en contrainte égalité basée sur
la résolution d’une série de problémes en contrainte inégalité.

On considére les problémes équivalents :

maxp.z max p'.z,
.z, <
(E){ s.c. W =¢, & (E)( s.c. Wa<e (4)
xz € {0, 1}" Wz 2c,
T z € {0, 1}7.

Une relaxation Lagrangienne sur la contrainte W.z > ¢ donne alors :

N max pt.x + N (W.a — ¢),
(E(X)) ] s.c. Wx <, (5)
z € {0, 1},

ou A > 0.

Pour un A\* suffisamment grand on a v(E(\*)) = v(E) [4], autrement dit il y a équivalence
entre E et E(A\*). Ceci nous méne donc i engendrer des problémes de la forme de E()) sachant
que plus le paramétre A sera grand, plus le probléme relaché est proche du probléme en contrainte
égalité. En prenant ¢ = o.W.Z, on obtient d’une fagon générale des problémes de la forme :

max pl.x + \'.(W.x — a.W.T),
(MKP(a,\)) | s.c. W < a.WT, (6)
z €{0, 1}",

avec 7" = (1,...,1), @ €]0,1[, A > 0 et pour j € {1,....,n} et i € {1,...,m}, les coefficients p;, ¢; et
w;,; sont tirés de maniére uniforme dans, respectivement, [0, U], [0, U] et [0, Uy]. v, Uy, Uc et Uy,
sont des paramétres fixés par 'utilisateur.

Plus le paramétre A est grand, plus le probléme en inégalité est ardu car la partie purement
liée au critére est écrasée par la satisfaction des contraintes. Le probléme ainsi généré est donc
d’autant plus difficile & résoudre que A est grand.



4 Instances engendrées a partir de ’analyse de la transformée en 7Z

Nous considérons dans cette section une autre approche qui permet d’engendrer des instances
difficiles en programmation entiére.

Principe On considére le probléme général en nombre entier suivant :
Py : fa(e,p) = max{p'.x | Wa = ¢,z € N"}, (7)

ainsi que le probléme associé suivant (voir Lasserre [11]) :

I: fd(c,p) = Z ept'm,
z€2(c) (8)
2c)={zeN"| Wz =c}.

Une partie des travaux de Lasserre ([10], [11] et [12]) suggére de chercher un dual de P4 & partir
de la transformé en Z de 1. Sachant que Py et I; sont liés par la relation suivante :

fale,p) = r]ig)lo %.ln (fd(c, T.p)) . (9)

La transformée en Z de Iz, par sa transformée inverse, méne & une nouvelle formulation équiva-
lente du probléme I;. A partir de ce dual de I, 'utilisation de ’équation (9) permet de construire
un dual pour le probléme Py. La transformée en Z de I; nous donne donc (voir Lasserre [10]) :

n
- A 1
_ -y - e
Fd(zap) yezzm yA fd(yvp) kl;[l (1 —el’k.z—Wk)’ (10)
avec pour k € {1,...,n}, W = 2y Ry PR 2R,

On constate que Fd(z,p) est bien définie si pour k € {1,...,n}, |z*Wk| > ePr. L’intégration de
cette fonction (transformée en Z inverse) sera d’autant plus difficile qu’elle a de poles. L’idée est
donc d’engendrer un probléme P; conduisant & un grand nombre de poles.

On considére o = {j1,..., jm} C {1,...,m} tel que la matrice W, = (W7 ..., Wim) soit une
base du probléme linéaire associé. Pour un tel o, nous avons le systéme a m équations suivant :

- —wi, 4 —w2 4 — . .
Pour j € o, z; ".zy .z Wi = ePi, (11)

Ce systéme a p(o) = det(W,) solutions de la forme (voir Lasserre [10]) :

2(k) = e} e?™®) ke {1,..,p(c0)} 19
avec O(k) € R™ et A = W, .p,. (12)
Donc, pour avoir un grand nombre de poles, on doit engendrer des matrices de base W, ayant
un déterminant suffisamment grand. Plus les rayons, A\ = W, 1.p,, des multi-disques de C", sur
lesquels sont ces poles, sont proches les uns des autres plus 'intégration est difficile.
Dans le cas des problémes uni-contraints, le calcul de 'ensemble des A, pour toutes les bases
admissibles, nous donne :

)\k:p—kavecke{je{l,...,n}|wj7é06t&20}. (13)
W Wy

Et on constate que plus les rapports définis par A, sont proches les uns des autres, plus le probléme
a une contrainte est difficile a résoudre. Cette conclusion peut-étre généralisée au cas multicontraint
grace a l'utilisation de la transformée en Z en prenant les W, 1.p, proches :

Wyt pe — W, por

<e € €R,. (14)

A partir du probléme en égalité ainsi construit, on remplace simplement les égalités par des
inégalités pour obtenir le probléme inégalité désiré.



Application au cas a deux contraintes Pour étudier le temps de résolution d’'un probléme
généré de cette fagon, nous avons appliqué cette méthode au cas des problémes & deux contraintes.
Afin de simplifier les calculs, ces problémes seront générés sous la forme :

mazx po.z1 + (po + 0p).z2 + ... + (po + (n — 1).8p). 20,
ag.z1 + (ag + 6a). 22 + ... + (ap + (n — 1).84).2p, < a,

MKP 1
( ) s.c.{ bo.x1 + (bo + 51))..%'2 + ...+ (bo +(n— 1).5b).$n <, (15)
xz; €{0,1}, 7 € {1,...,n},
avec n >= 3.
Avec {j1,42} C {0,...,n — 1}, considérons la matrice carré :
- _fao 4+ j1.6, ag + j2.04
Wig2 = (bo 4718 bo + 2.0 (16)
W;1,j2 est une base de R? si :
|d€t(Wj17j2)| = |]1 —j2|.|5a.b0 - 5b.a0| # 0, (17)

or |det(Wj1 j2)| > [04-bo — dp.aol, il suffit alors de prendre |0,.bg — dp.a0] = DET # 0. Toute les
matrices Wj jo sont ainsi des matrices de bases de R2.
Le respect de 1’équation (14) nous donne la condition suivante :

L (pot gL L (Pot 30
H(Wﬂ’ﬂ) 1'(2#?‘2.5) = (W) 1'(§o+§4.5Z)H§67 (18)

avec {115.72} C {Oa sy T — 1}/ {.733.]4} C {07 sy U 1} et {.]17.]2} 3& {.733.]4}
Afin de simplifier les calculs, cette condition sera imposée pour j1 = j € {0,...,n—3}, j2 = j+1,
13=j32=75+4+1et j4=753+1=j+ 2, ce qui donne :

-1 Po +j-5p . o y-1 [(Pot (J+ 1)-5;0
H(W]J‘f‘l) . (po + (j + 1)-5;:) (WJ+17J+2) . (Co + (] + 2)-5;) <, (19)

ce qui donne :
.02 +2.8.6, +~ < (r.DET)?, (20)

avec
a=2.(ag — b+ 64)% + (6 — 64)%(8.52 + 12,5+ 5) — 2.(0p — 0a)-(ap — bo + 0a)-(4.5 + 3),
B =—po.-(6p — 6a). (2.(ag — bo + da) — (6p — da).(4.5 + 3)) et
v =2.p3.(6p — a)?.
En se plagant sous les conditions suivantes :
— 0y — 0, <O0et
— 2.((10 — by + 5,1) - (61, - (5a)(4(n — 3) + 3) <0,
on a les majorations suivantes :
a<a =2.(ag—bo+8.)%+ (6 — 04)%(8.(n — 3)2 +12.(n — 3) + 5) et
- B< B =—po.(8p — 6a)- (2.(a0 — bo + 6a) — (6 — 04).(4.(n — 3) + 3)).
Ainsi en prenant 0/.62 +2.8.6, +v < (r.DET)?, Iinéquation (20) est vérifiée quelque soit j €
{0, ...,n — 3}. De plus la fonction f: §, — 0/.5127 +2.4".0p + v est minimale pour 5 = —%. Nous
devons donc avoir (r.DET)? > f(6%). On se placera alors dans le cas extréme ou 8, = d;, et les
conditions prises précédemment nous garantissent d, > 0.
De maniére synthétique :
— 0,4 et O sont tirés aléatoirement dans [1, Us] tel que &, — 6, < 0,
po est tiré aléatoirement dans [1, U,
ag et by sont construits tels que

3

5a.b0 — 51,.0,0 = DET Z O et
2.(@0 — by + 6a) — (517 — 5,1)(4(TL - 3) + 3) <0,

op = —% et
les capacités a et b sont construites de la méme facon que dans le cas des problémes non
corrélés.



5 Tests Numériques

L’ensemble des tests préliminaires présentés ici ont été menés sur une Sun Blade 100 sous
systéme Solaris (500 MHz). Les instances engendrées par les techniques décrites dans les sections 3
et 4 ont été résolues de maniére exacte avec CPLEX 9.0. Afin d’apprécier la difficulté de résolution
de ces instances nous les avons comparées avec les instances présentées a la section 2.

Nous avons engendré des instances non-corrélées, I NC, et fortement corrélées, I _FC, de la
maniére suivante :

— le nombre de variable n € {50,100, 150, 200, 250, 300},

— pour chaque n, 25 problémes ont été générés,

— le nombre de contraintes m = 5,

les coefficients sont tirés aléatoirement dans I = [1,10] et dans I = [1,1000]
e=0,5et
sc =5 (coefficient de corrélation).

Nous considérons des problémes de taille raisonnable afin de conserver des temps de résolution
exploitables mais qui permettent néanmoins de mettre en évidence la pertinence des techniques
que nous avons développées afin d’engendrer des instances difficiles.

3

5.1 Instances engendrées a partir d’un probléme combinatoire en contrainte égalité

Afin de montrer I'intérét de cette approche, nous avons engendré, selon le principe énoncé
dans la section 3, des instances non-corrélées et fortement corrélées. Nous appellerons ces instances
respectivement I L. NC(A) et I _L_FC(\), avec A le multiplicateur de Lagrange. Lorsque le temps
de calcul excéde une heure, nous arrétons la résolution.

Les tests sont présentés dans les tableaux 1 et 2. On constate que méme pour les multiplicateurs
de Lagrange assez faibles (et non nuls), nos instances nécessitent des temps de résolution plus
importants que pour le cas A\ = 0. Plus ce coefficient sera pris grand, plus on se rapproche du
probléme en contrainte égalité et donc plus les instances sont difficiles.

n ]I L NC(0)I L NC(3)[I L NC(I0O)JI L FC(O)I L FC(5)[I L FC(10)
50 0,06 4,63 4,03 0,19 5,21 7,85
100 0,06 9,39 11,65 2,66 6,39 10,91
150] 0,08 13,53 14,24 3,82 9,76 18,17
200] 0,10 15,59 17,98 5,70 12,09 28,89
250] 0,11 18,39 20,34 8,63 23,27 36,47
300 0,17 20,13 25,41 1483 26,41 41,52

TAB. 1. Temps de calcul (en s.) pour I = [1,10].

n I L NC(O)l L NC()I_L NCOH)|I_L_FC(O)]I_L_FC(1)
50| 0,11 8,23 2641,65 101,65 ~1h
100 0,87 288,21 ~1h 2031,14 ~1h
150] 2,26 1069,99 ~1h ~1h ~1h
200 4,58 3586,76 ~1h ~1h ~1h
250] 10,56 ~1h ~1h ~1h ~1h
300 10,91 >1h ~1h ~1h ~1h

TAB. 2. Temps de calcul (en s.) pour I = [1,1000].



5.2 Instances engendrées a partir de ’analyse de la transformée en 7Z

Dans cette partie, nous mettons en avant I’intérét de cette approche. Nous nous sommes limités
a 2 contraintes. Les coefficients d,, & et po ont été tirés aléatoirement dans lintervalle [1,10]. Ces
problémes demandant des temps de résolution plus importants, nous avons considéré des instances
pour lesquelles n € {50,100, 150,200} ; nous nommerouns ces instances I _Z.

Les temps de résolution ont été comparés & des instances de problémes fortement corrélés avec
I =[1,1000] et m = 2. Les résultats sont présentés dans le tableau 3. Nous arrétons la résolution
lorsque le temps de calcul dépasse une heure.

Les résultats sont présentés dans le tableau 3. On constate qu’a taille égale nous obtenons des
temps de résolution beaucoup plus importants pour des problémes engendrés par des techniques
faisant appel a la transformée en Z.

n]I_FC|1_Z
50| 6,19 | 8,73
100| 9,66 |426,46
150 25,82 | >1h
200|175,22| >1h
TaB. 3.1 _Z : Temps de calcul (en s.).

6 Conclusion

Les instances que nous avons présentées doivent nous permettre d’engendrer par deux tech-
niques différentes des problémes difficiles.

Les problémes dérivées d’un probléme combinatoire en contrainte égalité permettent de rendre
plus difficile les problémes & données non-corrélées et fortement corrélées. Méme pour des A faibles,
les temps de résolution obtenues sont plus importants en comparaison avec des problémes de taille
identique. Il en est de méme en ce qui concerne les problémes engendrés & partir de 'analyse de la
transformée en Z lorsque les coefficients sont petits.

Les résultats préliminaires obtenus sont assez prometteurs et montrent l'intérét de ces ap-
proches. Les deux interprétations faites sur les ratios profit sur poids proches, dans le cas a une
contrainte et sur les matrices de base dans le cas multicontraint avec I'emploi de la transformée
en Z, semblent engendrer des instances plus ardues a résoudre. L’approche de la transformée en Z
appliquée a deux contraintes peut-étre généralisée aux problémes & plus de deux contraintes.
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