
Conception d'instances di�ciles pour des problèmesmulti-dimensionnels de sac-à-dosV. BOYER, D. EL BAZ, M. ELKIHEL & J.B. LASSERREUniversité de ToulouseLAAS-CNRS - Laboratoire d'Analyse et d'Architecture des Systèmes7 avenue du Colonel Roche 31077 Toulouse Cedex 4 Francevboyer@laas.fr, elbaz@laas.fr, elkihel@laas.fr & lasserre@laas.frRésumé Le problème du sac-à-dos multi-dimenssionnel est un problème classique de l'op-timisation combinatoire appartenant à la classe des problèmes NP-complets. Il fait l'objetd'un grand intérêt de la part de la communauté scienti�que se traduisant par une multitudede travaux autour du problème du sac-à-dos. Cependant, il existe peu de travaux portantsur ce qui fait la nature de la di�culté en optimisation combinatoire.Dans cette article nous abordons le thème de la di�culté par l'étude de diverses techniquespermettant de concevoir des instances ardues. Ces dernières sont basées respectivement surla conception de problèmes de sac-à-dos dérivés de problèmes en contraintes égalité et surl'utilisation de la transformée en Z du problème du sac-à-dos multi-dimenssionnel.Mots-Clefs. Problème du sac-à-dos ; Relaxation Lagrangienne ; Transformée en Z.1 IntroductionLe problème du sac-à-dos est un problème classique de l'optimisation combinatoire appartenantà la classe des problèmes NP-complets [5]. Il peut être formulé comme suit :
(MKP )





max
n∑

j=1

pj.xj = v(MKP ),s.c. n∑

j=1

wi,j .xj ≤ ci, i ∈ {1, ..., m},

xj ∈ {0, 1}, j ∈ {1, ..., n},

(1)avec pj , ci, et wi,j entiers positifs pour i ∈ {1, ..., m} et j ∈ {1, ..., n}.Ou plus simplement :
(MKP )






max pt.x,s.c. W.x ≤ c,

x ∈ {0, 1}n,

(2)avec p = {p1, ..., pn}
t, c = {c1, ..., cm}t et W =




w1,1 · · · w1,n... . . . ...
wm,1 · · · wm,n


.De plus, nous nous placerons sous les hypothèses (h1) et (h2) qui écartent les solutions trivialesdu problème :� (h1) : max

j∈{0,...,n}
{wi,j} ≤ ci pour i ∈ {1, ..., m} (cas de l'exclusion d'une variable) ,� (h2) : ∀i ∈ {0, ..., m}, ci ≥

m∑

j=1

wi,j (cas d'une contrainte toujours réalisée).On rencontre le problème du sac-à-dos multidimensionnel lorsqu'on cherche à optimiser l'usaged'une entité qui consomme des ressources multiples. Il correspond au modèle général de typeallocation de ressources.Il fait l'objet d'un grand intérêt de la part de la communauté scienti�que, souligné par lacréation de groupe de travail dédié tel que KSO (KnapSack et Optimisation) du GPR RO. Lesapplications dans ce domaine sont en e�et très nombreuses (problèmes liés à la cryptographie, à lalogistique, à la productique, à l'économie, au multimédia et à la �nance) :



2 Boyer, El Baz, Elkihel & Lasserre� Gestion des chaînes logistiques (problème de répartition)� Ordonnancement� Gestion des ressources humaines (emploi du temps)� Maintenance (service après vente, ordre des visites, minimisation de parcours)� Gestion des sièges de trains, avions en fonction des tarifs� Gestion de ressources (départ, arrivée, placement des avions)� Gestion des containers dans les portsDe ce fait, la communauté scienti�que porte un grand intérêt à la résolution d'instances di�cileset industrielles. Nous nous intéressons ici à ce qui fait qu'un problème est di�cile ou non. On saitque dans le cas à une contrainte, plus les ratios pro�t sur poids sont proches, plus le problèmeest di�cile à résoudre. En se basant sur ce constat, nous avons essayé d'engendrer des instancesdi�ciles dans le cas multicontraint. Deux approches di�érentes sont présentées.2 Instances engendrées aléatoirementLa génération d'instances de façon aléatoire soulève la question de ce qui fait qu'une instanceest plus ou moins di�ciles à résoudre. Peu d'études ont été faites sur ce sujet.Bien entendu, la di�culté de résolution d'un problème dépend de la taille de ce dernier, maispas que de cela. On se rend compte qu'en considérant des tests sur des problèmes aléatoires,certains sont beaucoup plus durs à résoudre que d'autres qui peuvent notamment avoir une tailleplus grande.Dans cette partie nous présenterons trois classes de problèmes couramment utilisés a�n de testerles algorithmes de résolution, à savoir :� problèmes à données non-corrélées,� problèmes à données faiblement corrélées et� problèmes à données fortement corrélées2.1 Problèmes non-corrélésLorsque l'on étudie la complexité des méthodes de résolutions exacte, on se rend qu'elle est liéed'une part à sa taille, mais aussi à la capacité du problème. Nous pouvons considérer les problèmessuivants :
(MKP (α))






max
n∑

j=1

pj.xj ,s.c. n∑

j=1

wi,j .xj ≤ α.

n∑

j=1

wi,j , i ∈ {1, ..., m},

xj ∈ {0, 1}, j ∈ {1, ..., n},

(3)avec α ∈]0, 1[ et pour j ∈ {1, ..., n} et i ∈ {1, ..., m}, les coe�cients pj , ci et wi,j sont tirésde manière uniforme dans, respectivement, [0, Up], [0, Uc] et [0, Uw] où α, Up, Uc et Uw sont desparamètres �xés par l'utilisateur.Ceci constitue la méthode la plus classique pour engendrer des problèmes de façon aléatoire ;elle est d'ailleurs à la base de la génération des instances de Chu et Beasley [3] pour lesquelles αprend les valeurs 0,25, 0,50 et 0,75.Les instances les plus di�ciles sont crées pour α = 0, 5. En e�et, pour un α petit, le sac-à-dosest vite saturé, et pour un α grand, un changement de variable de type x → 1 − x permet de seramener au cas précédent.2.2 Problèmes corrélésContrairement au cas précédent, la génération du vecteur des pro�ts p est liée à la matrice despoids W . On distingue les problèmes :



Conception d'instances di�ciles pour des problèmes multi-dimensionnels de sac-à-dos 3� faiblement corrélés : pour j ∈ {1, ..., n} et i ∈ {1, ..., m}, les coe�cients wi,j sont tirés demanière uniforme dans [0, Uw] et pj = max {1, p̂j} avec p̂j tiré de manière uniforme dans :



m∑

k=1

wk,j

m
− wc,

m∑

k=1

wk,j

m
+ wc




,où wc est un paramètre spéci�é par l'utilisateur ;� fortement corrélés : pour j ∈ {1, ..., n} et i ∈ {1, ..., m}, les coe�cients wi,j sont tirés demanière uniforme dans [0, Uw] et
pj =

m∑

k=1

wk,j

m
+ sc,où sc est un paramètre spéci�é par l'utilisateur.Quant au vecteur des capacités c, il est généralement engendré de la même façon qu'avec lesproblèmes non-corrélés, à savoir c = α.

n∑

j=1

W j .Les problèmes fortement corrélés sont généralement plus di�ciles à résoudre que leurs homo-logues non-corrélés (cf. [15], [13], [16]).3 Problèmes dérivés d'un problème combinatoire en contrainte égalitéCette méthode se base sur les travaux de El Baz, Elkihel et Gely [4] qui ont présenté uneméthode de résolution du problème du sac-à-dos multidimensionnel en contrainte égalité basée surla résolution d'une série de problèmes en contrainte inégalité.On considère les problèmes équivalents :
(E)





max pt.x,s.c. W.x = c,

x ∈ {0, 1}n,

⇔ (E)





max pt.x,s.c. {
W.x ≤ c,

W.x ≥ c,

x ∈ {0, 1}n.

(4)Une relaxation Lagrangienne sur la contrainte W.x ≥ c donne alors :
(Ẽ(λ))






max pt.x + λt.(W.x − c),s.c. W.x ≤ c,

x ∈ {0, 1}n,

(5)où λ ≥ 0.Pour un λ∗ su�samment grand on a v(Ẽ(λ∗)) = v(E) [4], autrement dit il y a équivalenceentre E et Ẽ(λ∗). Ceci nous mène donc à engendrer des problèmes de la forme de Ẽ(λ) sachantque plus le paramètre λ sera grand, plus le problème relâché est proche du problème en contrainteégalité. En prenant c = α.W.x, on obtient d'une façon générale des problèmes de la forme :
(MKP (α, λ))






max pt.x + λt.(W.x − α.W.x),s.c. W.x ≤ α.W.x,

x ∈ {0, 1}n,

(6)avec xt = (1, ..., 1), α ∈]0, 1[, λ ≥ 0 et pour j ∈ {1, ..., n} et i ∈ {1, ..., m}, les coe�cients pj , ci et
wi,j sont tirés de manière uniforme dans, respectivement, [0, Up], [0, Uc] et [0, Uw]. α, Up, Uc et Uwsont des paramètres �xés par l'utilisateur.Plus le paramètre λ est grand, plus le problème en inégalité est ardu car la partie purementliée au critère est écrasée par la satisfaction des contraintes. Le problème ainsi généré est doncd'autant plus di�cile à résoudre que λ est grand.



4 Boyer, El Baz, Elkihel & Lasserre4 Instances engendrées à partir de l'analyse de la transformée en ZNous considérons dans cette section une autre approche qui permet d'engendrer des instancesdi�ciles en programmation entière.Principe On considère le problème général en nombre entier suivant :
Pd : fd(c, p) = max{pt.x | Wx = c, x ∈ N

n}, (7)ainsi que le problème associé suivant (voir Lasserre [11]) :
Id : f̂d(c, p) =

∑

x∈Ω(c)

ept.x,

Ω(c) = {x ∈ Nn | W.x = c}.

(8)Une partie des travaux de Lasserre ([10], [11] et [12]) suggère de chercher un dual de Pd à partirde la transformé en Z de Id. Sachant que Pd et Id sont liés par la relation suivante :
fd(c, p) = lim

r→∞

1

r
.ln

(
f̂d(c, r.p)

)
. (9)La transformée en Z de Id, par sa transformée inverse, mène à une nouvelle formulation équiva-lente du problème Id. A partir de ce dual de Id, l'utilisation de l'équation (9) permet de construireun dual pour le problème Pd. La transformée en Z de Id nous donne donc (voir Lasserre [10]) :

F̂d(z, p) =
∑

y∈Zm

z−y.f̂d(y, p) =
n∏

k=1

1

(1 − epk .z−W k)
,

avec pour k ∈ {1, ..., n}, z−W k

= z
−w1,k

1 .z
−w2,k

2 ...z
−wm,k
m .

(10)On constate que F̂d(z, p) est bien dé�nie si pour k ∈ {1, ..., n}, |z−W k

| > epk . L'intégration decette fonction (transformée en Z inverse) sera d'autant plus di�cile qu'elle a de pôles. L'idée estdonc d'engendrer un problème Pd conduisant à un grand nombre de pôles.On considère σ = {j1, ..., jm} ⊂ {1, ..., m} tel que la matrice Wσ = (W j1 , ..., W jm) soit unebase du problème linéaire associé. Pour un tel σ, nous avons le système à m équations suivant :
Pour j ∈ σ, z

−w1,j

1 .z
−w2,j

2 ...z−wm,j

m = epj . (11)Ce système a ρ(σ) = det(Wσ) solutions de la forme (voir Lasserre [10]) :
z(k) = eλ.e2ıπθ(k), k ∈ {1, ..., ρ(σ)}
avec θ(k) ∈ R

m et λ = W−1
σ .pσ.

(12)Donc, pour avoir un grand nombre de pôles, on doit engendrer des matrices de base Wσ ayantun déterminant su�samment grand. Plus les rayons, λ = W−1
σ .pσ, des multi-disques de Cn, surlesquels sont ces pôles, sont proches les uns des autres plus l'intégration est di�cile.Dans le cas des problèmes uni-contraints, le calcul de l'ensemble des λ, pour toutes les basesadmissibles, nous donne :

λk =
pk

wk

avec k ∈

{
j ∈ {1, ..., n} | wj 6= 0 et

pj

wj

≥ 0

}
. (13)Et on constate que plus les rapports dé�nis par λk sont proches les uns des autres, plus le problèmeà une contrainte est di�cile à résoudre. Cette conclusion peut-être généralisée au cas multicontraintgrâce à l'utilisation de la transformée en Z en prenant les W−1

σ .pσ proches :
∥∥W−1

σ .pσ − W−1
σ′ .pσ′

∥∥ ≤ ε, ε ∈ R+. (14)A partir du problème en égalité ainsi construit, on remplace simplement les égalités par desinégalités pour obtenir le problème inégalité désiré.



Conception d'instances di�ciles pour des problèmes multi-dimensionnels de sac-à-dos 5Application au cas à deux contraintes Pour étudier le temps de résolution d'un problèmegénéré de cette façon, nous avons appliqué cette méthode au cas des problèmes à deux contraintes.A�n de simpli�er les calculs, ces problèmes seront générés sous la forme :
(MKP )






max p0.x1 + (p0 + δp).x2 + ... + (p0 + (n − 1).δp).xn,

s.c.






a0.x1 + (a0 + δa).x2 + ... + (a0 + (n − 1).δa).xn ≤ a,

b0.x1 + (b0 + δb).x2 + ... + (b0 + (n − 1).δb).xn ≤ b,

xj ∈ {0, 1}, j ∈ {1, ..., n},

(15)avec n >= 3.Avec {j1, j2} ⊂ {0, ..., n− 1}, considérons la matrice carré :
Wj1,j2 =

(
a0 + j1.δa a0 + j2.δa

b0 + j1.δb b0 + j2.δb

) (16)
Wj1,j2 est une base de R2 si :

|det(Wj1,j2)| = |j1 − j2|.|δa.b0 − δb.a0| 6= 0, (17)or |det(Wj1,j2)| ≥ |δa.b0 − δb.a0|, il su�t alors de prendre |δa.b0 − δb.a0| = DET 6= 0. Toute lesmatrices Wj1,j2 sont ainsi des matrices de bases de R
2.Le respect de l'équation (14) nous donne la condition suivante :

∥∥∥∥(Wj1,j2)
−1.

(
po + j1.δp

po + j2.δp

)
− (Wj3,j4)

−1.

(
po + j3.δp

po + j4.δp

)∥∥∥∥ ≤ ε, (18)avec {j1, j2} ⊂ {0, ..., n − 1}, {j3, j4} ⊂ {0, ..., n− 1} et {j1, j2} 6= {j3, j4}.A�n de simpli�er les calculs, cette condition sera imposée pour j1 = j ∈ {0, ..., n−3}, j2 = j+1,
j3 = j2 = j + 1 et j4 = j3 + 1 = j + 2, ce qui donne :

∥∥∥∥(Wj,j+1)
−1.

(
po + j.δp

po + (j + 1).δp

)
− (Wj+1,j+2)

−1.

(
po + (j + 1).δp

co + (j + 2).δp

)∥∥∥∥ ≤ ε, (19)ce qui donne :
α.δ2

p + 2.β.δp + γ ≤ (r.DET )2, (20)avec� α = 2.(a0 − b0 + δa)2 + (δb − δa)2(8.j2 + 12.j + 5) − 2.(δb − δa).(a0 − b0 + δa).(4.j + 3),� β = −p0.(δb − δa). (2.(a0 − b0 + δa) − (δb − δa).(4.j + 3)) et� γ = 2.p2
0.(δb − δa)2.En se plaçant sous les conditions suivantes :� δb − δa ≤ 0 et� 2.(a0 − b0 + δa) − (δb − δa).(4.(n − 3) + 3) ≤ 0,on a les majorations suivantes :� α ≤ α′ = 2.(a0 − b0 + δa)2 + (δb − δa)2(8.(n − 3)2 + 12.(n − 3) + 5) et� β ≤ β′ = −p0.(δb − δa). (2.(a0 − b0 + δa) − (δb − δa).(4.(n − 3) + 3)).Ainsi en prenant α′.δ2

p + 2.β′.δp + γ ≤ (r.DET )2, l'inéquation (20) est véri�ée quelque soit j ∈

{0, ..., n− 3}. De plus la fonction f : δp → α′.δ2
p + 2.β′.δp + γ est minimale pour δ∗p = − β′

α′
. Nousdevons donc avoir (r.DET )2 ≥ f(δ∗p). On se placera alors dans le cas extrême où δp = δ∗p, et lesconditions prises précédemment nous garantissent δ∗p ≥ 0.De manière synthétique :� δa et δb sont tirés aléatoirement dans [1, Uδ] tel que δb − δa ≤ 0,� p0 est tiré aléatoirement dans [1, Up],� a0 et b0 sont construits tels que

{
δa.b0 − δb.a0 = DET ≥ 0 et

2.(a0 − b0 + δa) − (δb − δa).(4.(n − 3) + 3) ≤ 0,� δp = − β′

α′
et� les capacités a et b sont construites de la même façon que dans le cas des problèmes noncorrélés.



6 Boyer, El Baz, Elkihel & Lasserre5 Tests NumériquesL'ensemble des tests préliminaires présentés ici ont été menés sur une Sun Blade 100 soussystème Solaris (500 MHz). Les instances engendrées par les techniques décrites dans les sections 3et 4 ont été résolues de manière exacte avec CPLEX 9.0. A�n d'apprécier la di�culté de résolutionde ces instances nous les avons comparées avec les instances présentées à la section 2.Nous avons engendré des instances non-corrélées, I_NC, et fortement corrélées, I_FC, de lamanière suivante :� le nombre de variable n ∈ {50, 100, 150, 200, 250, 300},� pour chaque n, 25 problèmes ont été générés,� le nombre de contraintes m = 5,� les coe�cients sont tirés aléatoirement dans I = [1, 10] et dans I = [1, 1000],� ε = 0, 5 et� sc = 5 (coe�cient de corrélation).Nous considérons des problèmes de taille raisonnable a�n de conserver des temps de résolutionexploitables mais qui permettent néanmoins de mettre en évidence la pertinence des techniquesque nous avons développées a�n d'engendrer des instances di�ciles.5.1 Instances engendrées à partir d'un problème combinatoire en contrainte égalitéA�n de montrer l'intérêt de cette approche, nous avons engendré, selon le principe énoncédans la section 3, des instances non-corrélées et fortement corrélées. Nous appellerons ces instancesrespectivement I_L_NC(λ) et I_L_FC(λ), avec λ le multiplicateur de Lagrange. Lorsque le tempsde calcul excède une heure, nous arrêtons la résolution.Les tests sont présentés dans les tableaux 1 et 2. On constate que même pour les multiplicateursde Lagrange assez faibles (et non nuls), nos instances nécessitent des temps de résolution plusimportants que pour le cas λ = 0. Plus ce coe�cient sera pris grand, plus on se rapproche duproblème en contrainte égalité et donc plus les instances sont di�ciles.
n I_L_NC(0) I_L_NC(5) I_L_NC(10) I_L_FC(0) I_L_FC(5) I_L_FC(10)50 0,06 4,63 4,93 0,19 5,21 7,85100 0,06 9,39 11,65 2,66 6,39 10,91150 0,08 13,53 14,24 3,82 9,76 18,17200 0,10 15,59 17,98 5,70 12,09 28,89250 0,11 18,89 20,34 8,63 23,27 36,47300 0,17 20,13 25,41 14,83 26,41 41,52Tab. 1. Temps de calcul (en s.) pour I = [1, 10].

n I_L_NC(0) I_L_NC(1) I_L_NC(5) I_L_FC(0) I_L_FC(1)50 0,11 8,23 2641,65 101,65 >1h100 0,87 288,21 >1h 2031,14 >1h150 2,26 1069,99 >1h >1h >1h200 4,58 3586,76 >1h >1h >1h250 10,56 >1h >1h >1h >1h300 10,91 >1h >1h >1h >1hTab. 2. Temps de calcul (en s.) pour I = [1, 1000].



Conception d'instances di�ciles pour des problèmes multi-dimensionnels de sac-à-dos 75.2 Instances engendrées à partir de l'analyse de la transformée en ZDans cette partie, nous mettons en avant l'intérêt de cette approche. Nous nous sommes limitésà 2 contraintes. Les coe�cients δa, δb et p0 ont été tirés aléatoirement dans l'intervalle [1, 10]. Cesproblèmes demandant des temps de résolution plus importants, nous avons considéré des instancespour lesquelles n ∈ {50, 100, 150, 200} ; nous nommerons ces instances I_Z.Les temps de résolution ont été comparés à des instances de problèmes fortement corrélés avec
I = [1, 1000] et m = 2. Les résultats sont présentés dans le tableau 3. Nous arrêtons la résolutionlorsque le temps de calcul dépasse une heure.Les résultats sont présentés dans le tableau 3. On constate qu'à taille égale nous obtenons destemps de résolution beaucoup plus importants pour des problèmes engendrés par des techniquesfaisant appel à la transformée en Z.

n I_FC I_Z50 6,19 8,73100 9,66 426,46150 25,82 >1h200 175,22 >1hTab. 3. I_Z : Temps de calcul (en s.).
6 ConclusionLes instances que nous avons présentées doivent nous permettre d'engendrer par deux tech-niques di�érentes des problèmes di�ciles.Les problèmes dérivées d'un problème combinatoire en contrainte égalité permettent de rendreplus di�cile les problèmes à données non-corrélées et fortement corrélées. Même pour des λ faibles,les temps de résolution obtenues sont plus importants en comparaison avec des problèmes de tailleidentique. Il en est de même en ce qui concerne les problèmes engendrés à partir de l'analyse de latransformée en Z lorsque les coe�cients sont petits.Les résultats préliminaires obtenus sont assez prometteurs et montrent l'intérêt de ces ap-proches. Les deux interprétations faites sur les ratios pro�t sur poids proches, dans le cas à unecontrainte et sur les matrices de base dans le cas multicontraint avec l'emploi de la transforméeen Z, semblent engendrer des instances plus ardues à résoudre. L'approche de la transformée en Zappliquée à deux contraintes peut-être généralisée aux problèmes à plus de deux contraintes.Références1. Boyer, V., El Baz, D. et Elkihel, M. : A new heuristic for the multidimensional knapsack problem. 7èmeCongrès de la Société Française de Recherche Opérationnelle et d'Aide à la Décision (ROADEF'06),Lille (France) (2006).2. Boyer, V., El Baz, D. et Elkihel, M. : An exact method for the 0-1 multidimensional knapsack problem.8ème Congrès de la Société Française de Recherche Opérationnelle et d'Aide à la Décision (ROA-DEF'06), Grenoble (France) (2007).3. Chu, P. et Beasley, J. : Genetic algorithm for the multidimensional knapsack problem. Journal ofHeuristics, vol. 4, pages 63-86 (1998).4. El Baz, D., Elkihel, M. et Gely, L. : Résolution e�cace de problèmes en variables 0-1 avec contraintesen égalité. ROADEF'05, pages 15-27 (2005).5. Freville, A. : The multidimensional 0-1 knapsack problem : An overview. European Journal of Opera-tional Research, vol. 155, pages 1-21 (2004).6. Fisher, M. : The Lagrangean Relaxation Method for Solving Integer Programming Problems. Manad-gement Science, vol. 27, pages 1-18 (1981).
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