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Analyse de stabilité robuste (suite)
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- Forme N −∆ pour l’analyse robuste :

N(K) = Ll(K,G) = G11 +G12K(1−G22K)−1G21

S(∆, K) = Lu(∆, N) = N22 +N21∆(1−N11∆)−1N12

M = N11

∆

M

w∆ z∆

- La forme M −∆ est-elle stable ∀ ∆ ∈ ∆s ?

- ∆ = diag
{

δ11, · · · , δnr
1, q11, · · · , qnc

1,∆1, · · · ,∆nf

}

∈ ∆s

- nr blocs réels répétés avec δj ∈ R

- nc blocs complexes répétés avec qj ∈ C

- nf blocs complexes pleins avec ∆j ∈ Cpj×lj
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Analyse de stabilité robuste (suite) 3

➥ Hypothèses 1 :

- N(K) est stable de manière interne (stabilité nominale)

- ∆ ∈ ∆s ⇒ σ(∆) < γ, τ∆ ∈ ∆s, ∀ τ ∈ [0 , 1] et ∀ ∆ ∈ ∆s, (1−N11(∞)∆)−1

existe

- B∆s = {∆ ∈ ∆s , σ(∆) < 1}

❒ Théorème 1 :

Pour M et ∆ stables, la structure M −∆ est stable de manière robuste ssi

- Le lieu de Nyquist de det(1−M(jω)∆(jω)) n’entoure pas le point

(0, 0), ∀ ω ∈ R ∪∞ , ∀ ∆ ∈ ∆s

- det(1−M(jω)∆(jω)) 6= 0 ∀ ∆ ∈ ∆s, ∀ ω ∈ R ∪∞
- λi(M(jω)∆(jω)) 6= 1 ∀ i, ∀ ω ∈ R ∪∞, ∀ ∆ ∈ ∆s

Nota : conditions difficiles à vérifier
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Analyse de stabilité robuste d’un satellite (suite) 4

- On suppose que ∆ =





δ1 0

0 δ2



 avec δi ∈ R ∀ i

- On rappelle que la matrice de transfert vue par ∆ est donnée par :

z∆ = − (1+KF (s))−1
KF (s)

︸ ︷︷ ︸

Tu(s)

w∆ = M(s)w∆ M(s) = −Tu(s) =
1

s+ 1




−1 −a

a −1





- On calcule

1−M(s)∆ =













1 +
δ1

s+ 1

aδ2
s+ 1

−aδ1
s+ 1

1 +
δ2

s+ 1













det(1−M(s)∆) =
1

(s+ 1)2
(s2 + (2 + δ1 + δ2)s+ 1 + δ1 + δ2 + (a2 + 1)δ1δ2)
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Analyse de stabilité robuste d’un satellite 5

- CNS de stabilité robuste : Routh-Hurwitz

2 + δ1 + δ2 > 0

(1 + δ1 + δ2) + (a2 + 1)δ1δ2 > 0

- CNS de stabilité robuste : faible gain

||∆||∞ ≤ 1√
1 + a2

- Condition ”par boucle” :

z(s)

w(s)
= −T11 = − 1

s+ 1
||δ||∞ <

1

‖T11‖∞
= 1
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CNS du faible gain (∆ ∈ C
2×2) ⇒ CNS de Routh-Hurwitz (∆ = diag(δ1, δ2))
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Marge de stabilité robuste : µ 6

Test de stabilité robuste = det(1−M(jω)∆(jω)) 6= 0 ? , ∀ ∆ ∈ ∆s, ∀ ω ∈ R ∪∞

Question : pour M(s) ∈ C
q×p, quelle est la plus petite perturbation (mesurée par σ(∆))

∆ ∈ ∆s telle que det(1−M∆) = 0 ?

kmin = inf {σ(∆) : det(1−M∆) = 0 ∆ ∈ ∆s}

kmin = inf {km : det(1− kmM∆) = 0 ∆ ∈ B∆s} =
1

max
∆∈B∆s

ρ(M∆)

▼ Définition 1 : valeur singulière structurée

Etant donnée une matrice complexe M ∈ C
q×p, la valeur singulière structurée

de M respectivement à l’ensemble d’incertitude ∆s est définie par :

µ∆s(M) =
1

min{km| det(1− kmM∆) = 0 ∀ ∆ ∈ ∆s}

Si un tel ∆ n’existe pas alors µ∆s(M) = 0

∆  = 0
∆

∆

|1−M∆| 6= 0

km2

kmin

|1−M∆| = 0

km1
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La valeur singulière structurée : µ 7

❒ Théorème 2 : stabilité robuste et µ

Si M et ∆ ∈ RH∞ alors la structure M −∆ est stable de manière robuste vis-à-vis de

B∆s ssi

µB∆s(M(jω)) ≤ 1 ∀ ω ∈ R ∪∞

♥ Propriétés 1 :

☞ µ∆s(M) = max
∆∈∆s

ρ(M∆) : C
n×n → R est une fonction continue

☞ µ∆ crôıt avec la taille de l’ensemble d’incertitude

∆s1 ⊂ ∆s2 ⇒ µ∆s1(M) ≤ µ∆s2(M)

☞ µ∆(αM) = |α|µ∆(M) , ∀ α ∈ C

☞ Si µ∆s(M) ≤ γ1 alors M −∆ est stable de manière robuste ∀ ∆ ∈
1

γ1
∆s

☞ Si µ∆s(M) > γ2 alors il existe ∆ ∈
1

γ2
∆s telle que M −∆ est instable

Nota : dans le cas général, le calcul de µ est numériquement très difficile
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µ et incertitude complexe 8

- Incertitude non structurée : ∆s = ∆ = {∆ ∈ C
p×q | σ(∆) < 1}

µ∆(Mc) = σ(Mc) ∆H =
1

σ(Mc)
v1u

H
1

- Incertitude répétée 1 bloc ∆s = {δ1 | δ ∈ C | |δ| < 1}

µ∆(Mc) = ρ(Mc)

- Incertitude générale : ∆s =
{

∆ = diag
(

q11, · · · , qnc
1,∆1, · · · ,∆nf

)

| σ(∆) < 1
}

ρ(Mc) ≤ µ∆(Mc) ≤ σ(Mc)

Exemple : [Skogestad 96]

M =





a a

b b



 µ∆s
(M) =















ρ(M) = |a+ b| pour ∆ = δ1

|a|+ |b| pour ∆ = diag{δ1, δ2}
σ(M) =

√

2|a|2 + 2|b|2 pour ∆ pleine
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µ et incertitude réelle 9

- µ∆s
(M) = max

∆∈B∆s

ρR(M∆)

- Incertitude répétée 1 bloc : ∆s = {δ1 | δ ∈ R | |δ| < 1}

µ∆s
(M) = ρr(M)

En général,

{δ1 | δ ∈ R | |δ| < 1} ⊂ ∆s ⊂
{

∆ ∈ C
p×q | σ(∆) < 1

}

d’où les bornes :

ρr(M) ≤ µ∆s
(M) ≤ σ(M)

Exemple : [Zhou96]

M =





−0.5 0.5

−0.5 0.5



 ∆ =





δ1 0

0 δ2





ρ(M) = 0

σ(M) = µ∆s
= 1

Nota : l’écart entre les bornes inférieure et supérieure peut être grand
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Calcul d’une meilleure borne inférieure sur µ 10

Soit l’ensemble U =
{

U ∈ ∆s | UUH = 1
}

. Pour tout U ∈ U, alors

µ∆s
(M) = µ∆s

(MU)

donc :

ρ(MU) ≤ µ∆s
(MU) = µ∆s

(M)

On obtient alors la borne inférieure :

sup
U∈U

ρ(MU) ≤ µ∆s
(M)

max
U∈U

ρ(MU) = µ∆s
(M)

Nota : la quantité ρ(UM) peut avoir de multiples maxima locaux non globaux. Un

algorithme de recherche globale ne peut donc garantir l’obtention de µ
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Calcul d’une meilleure borne supérieure sur µ 11

Soit

D =
{

diag(P1, · · · , Pnr
, D1, · · · , Dnc

, d11, · · · , dnf
1)

Pj = PH
j > 0, Dj = DH

j > 0, dj ∈ R+∗
}

alors ∀ D ∈ D , D∆ = ∆D, det(D) 6= 0 et det(1−M∆) = det(1− (D−1MD)∆)

Ainsi

µ∆s
(M) = µ∆s

(D−1MD) ≤ σ(D−1MD)

µ∆s
(M) ≤ inf

D∈D

σ(D−1MD)

Nota :

- Calcul de la borne supérieure aisé (problème d’optimisation convexe)

- L’écart entre la borne et la valeur réelle peut être grand

- Si 2(nr + nc) + nf ≤ 3 alors il y a égalité
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µ en résumé 12

☞ µ∆s
(M) est totalement caractérisée par M et par un ensemble structuré ∆s

☞ Calcul exact difficile en général mais on dispose de bornes :

l∆s
(M) ≤ µ∆s

(M) ≤ u∆s
(M)

☞ Borne supérieure : u∆s
(M) = inf

D∈D

σ(D−1MD)

det(1−M∆) 6= 0 ∀ ∆ ∈ 1

u∆s
(M)

∆s

☞ Borne inférieure :

∃ ∆̃ ∈ 1

l∆s
(M)

∆s det(1−M∆̃) = 0

Commande Robuste ISAE-N6K



Analyse de stabilité robuste d’un satellite (bis) 13

µ-analyse pour différentes structures d’incertitude
- Incertitude complexe :

- ∆ ∈ C
2×2

- ∆ = diag(δ1, δ2)

- ∆ = diag(δ, δ)

µ(M) = µ(T ) = σ(T ) =

√
a2 + 1

1 + ω2

- Incertitude réelle :

- ∆ = diag(δ1, δ2)

µ(M) = µ(T ) ≤ σ(T ) =

√
a2 + 1

1 + ω2

- ∆ = diag(δ, δ)

µ(T (10j)) = 1
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Analyse de stabilité robuste d’un satellite (ter) 14

>> M=tf({[-1] [-10];[10] [-1]},{[1 1] [1 1];[1 1] [1 1]});

>> freqs1=logspace(-2,2,200);Mfrd1=frd(M,freqs1,’Units’,’rad/s’);

>> freqs2=logspace(-2,2,1000);Mfrd2=frd(M,freqs2,’Units’,’rad/s’);

>> freqs3=logspace(0,1,5000);Mfrd3=frd(M,freqs3,’Units’,’rad/s’);

>> deltaset1=[1 0;1 0];deltaset2=[-1 0;-1 0];deltaset3=[-2 0];

>> [ssv1]=mussv(Mfrd1,deltaset1);[ssv2]=mussv(Mfrd2,deltaset2);

>> [ssv3]=mussv(Mfrd3,deltaset3);

>> [SSV1_data,w]=frdata(ssv1);[SSV2_data,w]=frdata(ssv2);

>> [SSV3_data,w]=frdata(ssv3);

>> SSV1_bounds=reshape(SSV1_data,2,200);

>> SSV2_bounds=reshape(SSV2_data,2,1000);

>> SSV3_bounds=reshape(SSV3_data,2,5000);

>> figure(1);semilogx(freqs1,SSV1_bounds(1,:),’b’,’LineWidth’,3);hold;

>> semilogx(freqs1,SSV1_bounds(2,:),’b’,’LineWidth’,3);

>> semilogx(freqs2,SSV2_bounds(1,:),’r’,’LineWidth’,3);

>> semilogx(freqs2,SSV2_bounds(2,:),’color’,[0.75 0 0.75],’LineWidth’,3);

>> figure(2);semilogx(freqs3,SSV3_bounds(1,:),’r’,’LineWidth’,3);hold;

>> semilogx(freqs3,SSV3_bounds(2,:),’color’,[0.75 0 0.75],’LineWidth’,3);
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µ et stabilité robuste en résumé 15

On suppose M ∈ RH∞

☞ CNS de stabilité robuste :

stabilité robuste ⇔ µB∆s
(M(jω)) ≤ 1 ∀ ω ∈ R

☞ Si

µ∆s
(M(jω)) ≤ γ1 ∀ ω ∈ R

alors la structure M −∆ est stable pour tout ∆ ∈ 1
γ1

∆s

☞ Si

µ∆s
(M(jω)) > γ2 pour ω0 donnée

alors il existe ∆ ∈ 1
γ2

∆s pour laquelle la structure M −∆ n’est pas stable
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Stabilité robuste et µ : exemple 16

Soit

M(s) =









s+1
2s+1

1
s+1

s−2
2s+4

−1 s+1
s2+s+1

1
(s+1)2

1
s+3

−1
2s+1

s−1
s+1









On définit ∆s comme l’ensemble des matrices telles que σ(∆) < 1 et structurées

comme :

- Cas 1 : deux blocs complexes pleins

∆ =





∆1 0

0 ∆2



 ,
∆1 ∈ C

2×2

∆2 ∈ C

- Cas 2 : deux blocs complexes répétés et un bloc complexe plein

∆1 = diag(δ1, δ2) ∈ C
2×2 , ∆2 ∈ C

- Cas 3 : deux blocs réels répétés et un bloc complexe plein

∆1 = diag(δ1, δ2) ∈ R
2×2 , ∆2 ∈ C
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Stabilité robuste et µ : exemple cas 1 17

>> M=tf({[1 1] 1 [1 -2];-1 [1 1] 1;1 -1 [1 -1]},...

{[2 1] [1 1] [2 4];1 [1 1 1] [1 2 1];[1 3] [2 1] [1 1]});

>> freqs=logspace(-2,2,200);

>> Mfrd=frd(M,freqs,’Units’,’rad/s’);

>> deltaset0=[3 3];deltaset1=[3 0];deltaset2=[2 2;1 1];

>> [Norm]=mussv(Mfrd,deltaset0);[ro_c]=mussv(Mfrd,deltaset1);

>> [ssv]=mussv(Mfrd,deltaset2);

>> [Norm_data,w]=frdata(Norm);[Ro_data,w]=frdata(ro_c);

>> [SSV_data,w]=frdata(ssv);

>> Norm_bounds=reshape(Norm_data,2,200);

>> Ro_bounds=reshape(Ro_data,2,200);

>> SSV_bounds=reshape(SSV_data,2,200);

>> semilogx(freqs,Ro_bounds(1,:),’r’);hold

>> semilogx(freqs,Norm_bounds(1,:),’m’,freqs,Norm_bounds(2,:),’b’);

>> semilogx(freqs,SSV_bounds(1,:),’g’);

>> semilogx(freqs,SSV_bounds(2,:),’color’,[0.75 0 0.75]);
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Stabilité robuste et µ : exemple cas 1 18
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- ω0 = 10 rad/s

- ∀ ∆ ∈ 1
γ2

∆s, det(1−M(jω0)∆) 6= 0

- Pour γ ≤ γ2 alors ∃ ∆̃ ∈ 1
γ
∆s, det(1−

M(jω0)∆̃) = 0

- 1/γ1 est la marge pour un bloc com-

plexe plein 3× 3

- 1/γ3 est la marge pour un bloc com-

plexe répété 3× 3
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Stabilité robuste et µ : exemple cas 2 19
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Borne supérieure

Borne inférieure - ω0 = 0.09 rad/sec

- ∀ ∆ ∈ 1
γ1

∆s, det(1−M(jω0)∆) 6= 0

- ∃ ∆̃ ∈ 1
γ2

∆s, det(1−M(jω0)∆̃) = 0

>> deltaset4=[1 1;1 1;1 1];[ssv2]=mussv(Mfrd,deltaset4,’s’);

>> [SSV2_data,w]=frdata(ssv2);SSV2_bounds=reshape(SSV2_data,2,200);

>> semilogx(freqs,Ro_bounds(1,:),’r’,freqs,...

SSV2_bounds(1,:),’g’,freqs,SSV2_bounds(2,:),’m’);
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Stabilité robuste et µ : exemple cas 3 20
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- Borne sup ≤ γ1 ∀ ω : (1 −
M(jω)∆(jω))−1 est propre et stable

∀ ∆ ∈ 1
γ1

∆s

- Borne inf > γ2 pour certaines pul-

sations : ∃ ∆̃ ∈ 1
γ2

∆s déstabilisant

(1−M(jω)∆̃(jω))−1

>> deltaset5=[-1 0;-1 0;1 1];

>> [ssv3]=mussv(Mfrd,deltaset5,’s’);

>> [SSV3_data,w]=frdata(ssv3);

>> SSV3_bounds=reshape(SSV3_data,2,200);

>> semilogx(freqs,SSV3_bounds(1,:),’g’,freqs,SSV3_bounds(2,:),’m’);
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