Commande optimale des systemes dynamiques
Cours 4

Approche variationnelle en commande optimale

Principe du maximum de Pontryagin

r}]' 5



Le probleme de Bolza en commande optimale 2

Le probleme de commande optimale est défini par :

ty
u(t)ecor(ﬁltlg}tf],Rm) T u) = /to L, 2(t), u(t))dt + dolty, #(ty))
SOUS z(t) = f(t, z(t),u(t)), z(to) = zo

x(ty) =y, ty libres

- x(t) € R™ est le vecteur d'état
- u(t) € R™ est le vecteur de commande
- Probleme de calcul des variations sous une contrainte différentielle

instantanée (équation dynamique d'état)
Nota :

/ " do(t, (1))

o dt = o(ty, z(tyr)) — Yo(to, z(to))

0

) = [ |2ttt ue) + LD de = o)~ volto.atto)
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Approche variationnelle du probleme de Bolza 3

Fonctionnelle augmentée avec le vecteur des multiplieurs de Lagrange
A ¢ [to,tf] =& R™ : appelé vecteur d'état adjoint

7 = / LGt @)+ N (O (b2 w) — 2]} b+ do(ty, 2(tr))
- / "L a(t), u(t), A8) — N (D)} dt + dolty, z(tp))

tf :
= / {H(tm,u,0) + Na(t) |t = X (1)) + N (to)e(to) + vo(ty, 2(ty))
to
Premiere variation sur |I'état, la commande et le temps final :

r(t) =x"(t) + 0x(t) wu(t) =u*(t) +ou(t) tyr=1t;+ oty

/

5] = |H' 495, | Str+ [Vavs — X ()], 02

|t f s

n / N L+ 3] sa() + 12 su(n) } at

to
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CN d’optimalité au premier ordre 4

[J Théoreme 1 Siu™*(t) est trajectoire optimale locale faible de commande alors
3N (t) [to,t¢] = R™ :
- C.N. 1 : équations canoniques de Hamilton

Hy(t,z*,u*, \*) = z*(t) = f(t,z*,u") Equation d’état
H.(t,z*,u™, \*) —\*(t) Equation d’état adjointe

H,(t,z*,u*,\*) = 0 Equation de commande

C.N. 2 : condition (forte) au deuxieme ordre de Jacobi

Il n’existe pas de points conjugués sur [to,ts) ([to,ts]) ou la solution S(t) de :

est finie sur [to,ts) ([to,tr])
- C.N. 3 : condition (forte) au deuxiéme ordre de Legendre-Clebsch

H:, =0 H., =0

C.N. 4 : les conditions de transversalité

LAAS-CNRS Commande Optimale ISAE-NG6K



Différentes conditions de transversalité 5

{H(tfax*(tf)aU*(tf)aXk(tf)) +¢E§tf} Stf+ [Va, 05 — A (ty)] 6zy =0

O iy fixeetxy fixé : 6ty =0 dxr=0 =xz(to) =20 x(ty)=xy
O tf fixé et 2 contraint ¥ (z(ts)) =0, ¥(.) € RY :

(™ (t7)) =0 z(to) = o
Ve 05 + 05,0 = A (tf)

Oty fixé et ¢ libre : oty =0 O0xy#0 x(to) = o fozpa‘ —XN*(t;) =0
[ty libre et x¢ fixé :

oty #0 dxy =0 x(to) =m0 x(ty) =zr H(ty,x"(ts),u"(tr), A" (t5)) + o, =0

O ts libre et ¢ contraint ¢ (ts, x(ts)) =0, ¥(.) € RY :
ot ¢ + [fowg'; + Yy v — A*} Sz =0

H V0, 5|
|t |tf

f
[0 ty libre et xf libre : 6ty #0 dxy #0 z(to) = xo

[H* n zp;;tf} L Oty Va5~ N, By =0
f
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CS d’optimalité au deuxieme ordre 6

[1 Théoreme 2 conditions fortes de Legendre-Clebsch et de Jacobi

Sila C.N. 1 d'optimalité au premier ordre et les C.N. 2 et 3 d’optimalité fortes au
second ordre sont vérifiées par un triplet d’extrémales (x*,u", \*) alors c'est un

triplet d’extrémales minimales faibles.

1

min JQZ',’U,: x(t) — u(t 2dt

[J Exemple 1 u(t)€CO([0,1],R) (,u) /0 (2(t) (t))
sous (t) = u(t) z(0) =1

0 CN.I1:
H=@w—-2)2+X N H:=XN+2w —z")=0 N =2w"—z*) X(1)=0
A(t) =0 u*(t) = =™ (1) r*(t) = €' u*(t) = e

s*(t)
2

U C.N. 2 et condition forte de Jacobi :  5(t) = —25(t), s(1) =0 s(t)=0
s(t) est finie partout sur [0, 1]
0 C.N. 3 et Condition forte de Legendre-Clebsch : Hy,, =2 > 0

(x*(t) = €', u”(t) = €") est un minimum local faible
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CN d’optimalité : minimum fort 7

Variation forte (en aiguille)

( 0 pour t< T TE€E (to,tf)

ou

N\

u—u* pour T<t<7T4+dr

. 0 pour T4dr <t <ty

T4 T dr r t

C.N. 4 : condition de Weierstrass

Si (™, A", u") est un minimum fort du probleme de commande optimale alors u*
conduit a un minimum absolu pour le Hamiltonien :

OH = H(t,z*,\",u) — H(t,z", \*,u*) >0 Vtetuz#u
[0 Exemple 1 (suite)
O C.N. 4 : condition de Weierstrass
H(t,z*, X, u) — H(t,z*, \*,u*) = (u—2")*+XNu—(v*—2")° - \u"
= (u—u")*>0Vu#u
(x*(t) = €', u*(t) = ") vérifie la C.N de Weierstrass
Commande Optimale ISAE-N6K
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Les commandes discontinues 8

On suppose que u* € PC'([to,ts],R™) et T € [to,ts] est le point de discontinuité en
lequel la condition 6(7, (7)) = 0 est imposée

On définit alors G(7, 2, & tp, xp,v) = o(tr,xp) + V' (ts,xp) +E0(T,2,)
[0 Equations canoniques d'Euler-Lagrange sur les sous-arcs [to, 7| et [T, t/]
[1 Conditions de transversalité et conditions aux extrémités

[0 Condition de Legendre-Clebsch

[]

Conditions de Weierstrass-Erdmann :

H* (7, 2(7), u(t7),\(77)) = H"(7,2(7), u(t7), \(77)) = G+ (77, 27(7),£")
A (7)== A(1T) + Go, (77,27(7),€7)
O Condition de Weierstrass : V u # u* et V u # u*(77)
H(t,z", \*,u) — H(t,z*, \*,u™) > 0

Nota : pour une discontinuité non contrainte 6 = 0, la condition de Weierstrass

est vérifiée 3 I'égalité pour u* = u(77) et u = u(r™)
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Exemple 2 9

1
min J(m,u):/ u(t)’dt
[ Exemple 2 u(t)ec!([0,1],R) 0

sous z(t) =wu(t) z(0)=0 z(1) =1
O CN.1:
A =0 A () =X (1) =X H=u’+\u
HY =\ 430> =0 o = _;* 2 (1) = _;\*t 2(1) = 1
AT = -3 z*(t) =1t u(t) = J =1

0 C.N. 3 et Condition forte de Legendre-Clebsch :
Hy,,=6u H;,=6>0
[0 C.N. 2 et Condition forte de Jacobi : équation de Riccati homogéne
5(t) =5°/6, s(1) =0 s(t) =0

Le minimum (x™,u", \*) = (t,1,—3) est un minimum local faible
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Exemple 2 (suite) 10

[1 C.N. 5 : condition de Weierstrass
SH(z*, N, u, u*) = u?—u>* + N (u—u*) = (u—1)*(u+2) < 0 pour u < —2!
Le minimum (x*,u*, \*) = (¢,1, —3) n’est pas un minimum fort
[1 C.N. 4 : conditions de Weierstrass-Erdman

A7) =X7) = A
u( ) (WP (7)) + A) = u(r") (W (7;7) + M)

i

J(zu) = /05u3(t)dt+/;'15u3(t)dt 1
—I—/ll u> (t)dt

.16
= 1—6780) 301

* * g !
Juelcco < Jueco BRI | t
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Approche variationnelle en CO : commentaires 11

- Le vecteur d’état adjoint \(#) découple les variables x(t) et u(t) dans les équations
d'Euler-Lagrange (équations canoniques de Hamilton)

- Le vecteur de commande u(t) n'est pas contraint ni borné

- La commande optimale u*(t) est obtenue par application du principe du minimum
de Pontryagin : H(t,z,u,\) = XNoL(t,z,u) + X f(t, 2, u)
- Ao = 1 : principe du minimum de Pontryagin
- Ao

—1 : principe du maximum de Pontryagin

ty
max — min  J(z,u) = AoJ(z, 1) = / NoL(t, z(1), u(t))dt + Aot
to
- Si H ne dépend pas explicitement de t alors il est constant le long de la trajectoire

optimale

_ dH(t,z,u, \)

B dt

- Résoudre le probleme aux deux bouts revient a résoudre les équations d'état et

Hi(t,z",u", A")

d'état adjointe avec les conditions initiales et finales (méthodes numériques dans
les cas généraux : non linéaires et variants dans le temps)
- La résolution du probleme aux deux bouts permet de résoudre |'équation de

commande pour obtenir la commande optimale u”(¢) en boucle ouverte

LAAS-CNRS Commande Optimale ISAE-NG6K




Approche variationnelle en CO : exemple 1 12

(1 Exemple 3 Soit le probléme de commande optimale (double intégrateur)

1 [
u(t)eicé%l%[rio,tf],m T w) = 5/0 u(t)"dt
Sous n1(t) = #2(1)
t2(t) = u(t) /
z(0) = [ 1 2 }
e@=[1 0]

Nota : probleme de commande optimale a instant final et état final fixes ou

L(t,z(t),u(t)) = tu?(t) est de classe C*

[0 Hamiltonien :
H(z1(t), z2(t), u(t), A1(t), A2(t)) = %UQ(t) + A1 (€)z2(8) + A2(t)u(?)

0 Equation de commande :

8H * * * * *
%(az U A ) =u () + A (t) =0
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Approche variationnelle en CO : exemple 1 (II) 13

[0 Hamiltonien a I'optimum :

1

H (1 (£), 3(8), A1 (1), A3(1)) = — 523" (1) + Al ()75 (¢)
[1 Equations d'état :

21(t) = Hx (21(),22(0), A1(), A2(t)) = a2(t)

T3(t) = Hx(@1(0),22(8), A1(2), A3(F)) = —A3()
[1 Equations d’'état adjointe

Ai(t) = —Ha (z1(t),23(8), A\1(£), A3(¢) = O

As(t) = —Huo(27(1),25(0), A\1(1), A5(t) = —Af(t)

[J Solution des équations d'état et d’état adjointe :

ri(t) = S-S+ Cot+ Oy
z3(t) = Lt* - Cut+ Cy

Xlk(t) = (3

A5(t) = —Cst+Cy
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Approche variationnelle en CO : exemple 1 (ITI) 14
[1 Expression explicite de la commande optimale :
u*(t) = Cst — Cy
[0 Détermination des constantes d'intégration :
Ci=1 (Co=2 (C3=3 (Cy=4
[0 Solution optimale :
5 (t) 0.5t° — 2t* + 2t + 1 2
5 (1) 1.5t% — 4t + 2 1 0
A1 (1) 3 1 I
A5 (1) —3t 44 |
w*(t) 3t —4 d
H(x™(t), \* (1)) —2 A0
5
J(z*(t),u*(t)) : / u® (t)dt
0 o 02 0a 06 08 1 12 14 16 18 2
2 2 t
% [tg}o —6 [t2]0 + 8 [t]g =4
e Commande Optimale ISAE-N6K



Approche variationnelle en CO : exemple 1 (IV) 15

>> S=dsolve(’Dx1=x2,Dx2=-lambda2,Dlambdal=0,Dlambda2=-1lambdal, ...
x1(0)=1,x2(0)=2,x1(2)=1,x2(2)=0"’)

lambdal:
lambda?2:

x1:

xX2:

>> for tp=0:0.02:2

t=sym(tp) ;

[1x1
[1x1
[1x1
[1x1

sym]
sym]
sym]
sym]

x1p(j)=double(subs(S.x1));
x2p(j)=double (subs(S.x2));
lambda2(j)=double (subs(S.lambda2)) ;
u(j)=-double(subs(S.lambda2)) ;

t1(j)=tp;
J=j+1;

end

LAAS-CNRS
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Approche variationnelle en CO : exemple 2 16

[0 Exemple 4 Probleme du transfert orbital : soit une fusée de masse m(t) devant

atteindre en un temps donné (ts) l'orbite circulaire de rayon maximal (r(ts)) a

partir d’une orbite circulaire donnée r(0) et avec une vitesse initiale donnée vy, en

utilisant une poussée constante T' dont I'orientation ¢(t) peut varier.

Mise en équations :

- Equations dynamiques :

7(t) = u(t)

o () T sin ¢
i) = r o2 T mo — |m(t)|t
() = w T cos ¢

o r mo — |m(t)|t

- Conditions aux limites :

- Fonctionnelle : J = —r(t¢)

T Satellite

Orbite finale

~
~
~
~
~
~
~
N
N
\
N
\
\
\
\

[}

Centre attracta f I,' X

Orbite initiale
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Approche variationnelle en CO : exemple 2 (II) 17

[1 Hamiltonien :

B v W T sin ¢ UV T cos ¢
HG(0, 00, 70) = M (L = B TILE oy, (10 Toomd )
[1 Equation de commande :
%—g(x*, 6N = — T|m|t(>\§(t) cos ") = Xi(D)sing () = 0
A5 (t) cos @™ (t) = A3(t)sing™(t) = tan @™ (t) = )\i ()
A5 (1)
[0 Equation d'état adjointe :
- B . v s B . v2*(t) 20 o u(B)vT ()
5O = —HE 0.0 30) = 30 (-50 2 -
() = —HEO.6N0) = A0+ 05
[0 Conditions de transversalité : t; fixé et x(ty) contraint par ¥ (ts,x"(ty)) =0
e Commande Optimale ISAE-N6K



Approche variationnelle en CO : exemple

2 (IIT) 18

Probleme aux deux bouts :

7;.* — *k
. v2* L4 T sin ¢
uwr = — :
r* r2*  mo — |m(t)|t
. urv* T cos @™
v o= = =+ :
r* mo — |m(t)|t
2% * %
" f v 2 LUV
Al = —Ag (_ 2 rg*) — A3 2%
A= AN
o= 2 A
r r
Conditions initiales et finales :
VQ\/E
Ai(ty) = -1+ r(0) = 0 - -
1 2r+3/2(t 5) ut (ty)
Nsltr) = w u(0) = 0 P el
)\* (t — —_ ﬂ T (tf)
3 f) = U2 U(O) — - -
To
e Commande Optimale ISAE-N6K



Principe du maximum de Pontryagin 19

Le probleme de commande optimale étudié est défini par :

min J(gc,u)—/fL(t,x(t),u(t))dt+wo(tf,x(tf))

u(t)eU to
sous CU(t) — f(t,CU(t),’LL(t)), :L“(to) — o
x(ty) = x5, ty libres

0 Hypothéses 1 - les fonctions L(.) et f(.) sont de classe C' par rapport 3 x et t :
flt,z,u), fo(t,z,u),fe(t,x,u), L(t,z,u), L(t,x,u), L (t,z,u) sont continues
sur [to,ts] x R™ x U

- Le Hamiltonien H(t,z,u,\) = L(t,z,u) + X f(t,z,u) est de classe C* par rapport
dx: H(t,z,u,\) et Hy(t,z,u,\) sont continues sur [to,t;] x R" x U x R"

- Contrainte sur le vecteur de commandes : u(t) € U espace topologique de

KC®([to,ts],R™)

- Les variations du(t) sur la trajectoire optimale de la commande u*(t) ne sont plus
arbitraires : u(t) = u*(t) + du(t) e U

- Principe du maximum de Pontryagin pour H(t,z,u,\) = —L(t,z,u) + X f(t,z,u)
donc ici principe du minimun de Pontryagin

LAAS-CNRS Commande Optimale ISAE-NG6K



Principe de Pontryagin 11

Premiére variation de la fonctionnelle :
Sty + [Va, 05 — A1), dxy

0 = [H*er&f}'tf It

+ /tf [+ 5] 6ut) + 12 sun) e

to

20

Les conditions nécessaires pour que u*(t) minimise J sont :
- 0J =0si u"(t) est a l'intérieur de U

- 0J > 0 si u™(t) est sur la frontiere de U

. . . A
- Equations canoniques de Hamilton : u

" (¢)
A ()

Hy(t, ™, u™, \™)
—H,(t, ", u", \™)

- Conditions de transversalité :

H 405, | ;

Stp+[Va, 05 — N (1)), dzp=0 Ol &

t
f Ity

t

f / /
0J = H,, du(t)dt avec H du(t) = H((t,z",u" + du, \*)) — H((t,z*,u", \"))
to

d'ot §J > 0 implique H(t,x",u, A\*) > H(t,z", u", A\*) YV u elU
LAAS-CNRS
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Principe de Pontryagin : énoncé 21

[1 Théoreme 3 principe de Pontryagin

Siu*(t) € U est une commande optimale admissible et x*(t) la trajectoire d’état
optimale solution de I'équation d’état associée a u™(t) alors il existe un vecteur \*(t)

tel que les équations canoniques de Hamilton :

*(t) =  Hx(t,xz™,u™, \")
N(t) = —Hu(t,z*, u*,\*)

] 41
L.S. Pontryagin

aient des solutions (x*(t), A\"(t)) sous les conditions de transversalité :

H 4, ] 8ty [Vegh = X ()], dor =0
f
et u*(t) est un minimum global du Hamiltonien sur U
min H(t,x", A", u) = H(t,z",\",u")
uc

ou
H(t,z" , X\ u) > H(t, 2", \",u") Yueld
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Principe de Pontryagin : commentaires 22

Nota :

- Si le vecteur de commande n'est pas contraint, la condition de minimisation
du Hamiltonien revient a I'annulation du gradient du Hamiltonien par
rapport a la commande a |'optimum

min  H(t,z*, \*,u) = H(t,z", \*",u") < Hy(t,x",\*,u") =0

ueR™

- Probleme aux deux bouts : 2n équations différentielles a résoudre avec n
conditions initiales 2(0) et n conditions finales si x(¢) est fixé ou N
multiplieurs + n — N contraintes sur les variables adjointes si (.) € RY

avec Y(tg, z(ty)) =0
Conditions nécessaires additionnelles :

[0 Sits estlibre et H(t,z,\,u) = H(z, A\, u) alors
H(x™(t),\*(t),u™(t)) =0 Vte lto,ty]
[0 Sity estfixé et H(t,x, \,u) = H(z, \,u) alors

H(2*(£), \* (1), u* () = C YV t € [to, ty]
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