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Le problème de Bolza en commande optimale 2

Le problème de commande optimale est défini par :

min
u(t)∈C0([t0,tf ],Rm)

J(x, u) =

∫ tf

t0

L(t, x(t), u(t))dt+ ψ0(tf , x(tf ))

sous ẋ(t) = f(t, x(t), u(t)), x(t0) = x0

x(tf ) = xf , tf libres

- x(t) ∈ R
n est le vecteur d’état

- u(t) ∈ R
m est le vecteur de commande

- Problème de calcul des variations sous une contrainte différentielle

instantanée (équation dynamique d’état)

Nota :
∫ tf

t0

dψ0(t, x(t))

dt
dt = ψ0(tf , x(tf ))− ψ0(t0, x(t0))

J2(x, u) =

∫ tf

t0

[

L(t, x(t), u(t)) +
dψ0(t, x(t))

dt

]

dt = J(x, u)− ψ0(t0, x(t0))
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Approche variationnelle du problème de Bolza 3

Fonctionnelle augmentée avec le vecteur des multiplieurs de Lagrange

λ : [t0, tf ] → R
n : appelé vecteur d’état adjoint

J =

∫ tf

t0

{

L(t, x, u) + λ′(t)[f(t, x, u)− ẋ]
}

dt+ ψ0(tf , x(tf ))

=

∫ tf

t0

{

H(t, x(t), u(t), λ(t))− λ′(t)ẋ(t)
}

dt+ ψ0(tf , x(tf ))

=

∫ tf

t0

{

H(t, x, u, λ) + λ̇′x(t)
}

dt− λ′(tf )x(tf ) + λ′(t0)x(t0) + ψ0(tf , x(tf ))

Première variation sur l’état, la commande et le temps final :

x(t) = x∗(t) + δx(t) u(t) = u∗(t) + δu(t) tf = t∗f + δtf

δJ =
[

H∗ + ψ∗
0tf

]

|tf

δtf +
[

∇xf
ψ∗

0 − λ∗(t)
]′

|tf
δxf

+

∫ tf

t0

{[

H∗
x + λ̇∗(t)

]′

δx(t) +H∗′

u δu(t)
}

dt
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CN d’optimalité au premier ordre 4

❒ Théorème 1 Si u∗(t) est trajectoire optimale locale faible de commande alors

∃ λ∗(t) [t0, tf ] → R
n :

- C.N. 1 : équations canoniques de Hamilton

Hλ(t, x
∗, u∗, λ∗) = ẋ∗(t) = f(t, x∗, u∗) Equation d′état

Hx(t, x
∗, u∗, λ∗) = −λ̇∗(t) Equation d′état adjointe

Hu(t, x
∗, u∗, λ∗) = 0 Equation de commande

- C.N. 2 : condition (forte) au deuxième ordre de Jacobi

Il n’existe pas de points conjugués sur [t0, tf ) ([t0, tf ]) ou la solution S(t) de :

−Ṡ = Hxx + Sfx + f ′
xS − (Hxu + Sfu)H

−1
uu (Hux + f ′

uS), S(tf ) = ψ0xx(tf , x(tf ))

est finie sur [t0, tf ) ([t0, tf ])

- C.N. 3 : condition (forte) au deuxième ordre de Legendre-Clebsch

H∗
uu � 0 H∗

uu ≻ 0

- C.N. 4 : les conditions de transversalité
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Différentes conditions de transversalité 5

[

H(tf , x
∗(tf ), u

∗(tf ), λ
∗(tf )) + ψ∗

0tf

]

δtf +
[

∇xf
ψ∗

0 − λ∗(tf )
]′
δxf = 0

➊ tf fixé et xf fixé : δtf = 0 δxf = 0 x(t0) = x0 x(tf ) = xf

➋ tf fixé et xf contraint ψ(x(tf )) = 0, ψ(.) ∈ R
N :

ψ(x∗(t∗f )) = 0 x(t0) = x0

∇xf
ψ∗

0 + ψ∗′

xf
ν = λ∗(tf )

➌ tf fixé et xf libre : δtf = 0 δxf 6= 0 x(t0) = x0 ∇xf
ψ∗

0 − λ∗(tf ) = 0

➍ tf libre et xf fixé :

δtf 6= 0 δxf = 0 x(t0) = x0 x(tf ) = xf H(tf , x
∗(tf ), u

∗(tf ), λ
∗(tf )) + ψ∗

0tf
= 0

➎ tf libre et xf contraint ψ(tf , x(tf )) = 0, ψ(.) ∈ R
N :

[

H∗ + ν′ψ∗
tf + ψ∗

0tf

]

|tf

δtf +
[

∇xf
ψ∗

0 + ψ∗′

xf
ν − λ∗

]′

|tf

δxf = 0

➏ tf libre et xf libre : δtf 6= 0 δxf 6= 0 x(t0) = x0
[

H∗ + ψ∗
0tf

]

|tf

δtf +
[

∇xf
ψ∗

0 − λ∗]′

|tf
δxf = 0
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CS d’optimalité au deuxième ordre 6

❒ Théorème 2 conditions fortes de Legendre-Clebsch et de Jacobi

Si la C.N. 1 d’optimalité au premier ordre et les C.N. 2 et 3 d’optimalité fortes au

second ordre sont vérifiées par un triplet d’extrémales (x∗, u∗, λ∗) alors c’est un

triplet d’extrémales minimales faibles.

✑ Exemple 1
min

u(t)∈C0([0,1],R)
J(x, u) =

∫ 1

0

(x(t)− u(t))2dt

sous ẋ(t) = u(t) x(0) = 1

➊ C.N. 1 :

H = (u− x)2 + λu H∗
u = λ∗ + 2(u∗ − x∗) = 0 λ̇∗ = 2(u∗ − x∗) λ∗(1) = 0

λ∗(t) = 0 u∗(t) = x∗(t) x∗(t) = et u∗(t) = et

➋ C.N. 2 et condition forte de Jacobi : ṡ(t) =
s2(t)

2
− 2s(t), s(1) = 0 s(t) ≡ 0

s(t) est finie partout sur [0, 1]

➌ C.N. 3 et Condition forte de Legendre-Clebsch : Huu = 2 > 0

(x∗(t) = et, u∗(t) = et) est un minimum local faible
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CN d’optimalité : minimum fort 7

Variation forte (en aiguille)

δu =















0 pour t < τ τ ∈ (t0, tf )

u− u∗ pour τ ≤ t ≤ τ + dτ

0 pour τ + dτ ≤ t ≤ tf
t0 t

u∗

tfτ dτ

u

C.N. 4 : condition de Weierstrass

Si (x∗, λ∗, u∗) est un minimum fort du problème de commande optimale alors u∗

conduit à un minimum absolu pour le Hamiltonien :

δH = H(t, x∗, λ∗, u)−H(t, x∗, λ∗, u∗) ≥ 0 ∀ t et u 6= u∗

✑ Exemple 1 (suite)

➍ C.N. 4 : condition de Weierstrass

H(t, x∗, λ∗, u)−H(t, x∗, λ∗, u∗) = (u− x∗)2 + λ∗u− (u∗ − x∗)2 − λ∗u∗

= (u− u∗)2 > 0 ∀ u 6= u∗

(x∗(t) = et, u∗(t) = et) vérifie la C.N de Weierstrass
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Les commandes discontinues 8

On suppose que u∗ ∈ PC1([t0, tf ],R
n) et τ ∈ [t0, tf ] est le point de discontinuité en

lequel la condition θ(τ, x(τ)) = 0 est imposée

On définit alors G(τ, xτ , ξ, tf , xf , ν) = ψ0(tf , xf ) + ν′ψ(tf , xf ) + ξ′θ(τ, xτ )

➊ Equations canoniques d’Euler-Lagrange sur les sous-arcs [t0, τ ] et [τ, tf ]

➋ Conditions de transversalité et conditions aux extrémités

➌ Condition de Legendre-Clebsch

➍ Conditions de Weierstrass-Erdmann :

H∗(τ, x(τ), u(τ−), λ(τ−)) = H∗(τ, x(τ), u(τ+), λ(τ+))−Gτ (τ
∗, x∗(τ), ξ∗)

λ∗(τ−) = λ∗(τ+) +Gxτ (τ
∗, x∗(τ), ξ∗)

➎ Condition de Weierstrass : ∀ u 6= u∗ et ∀ u 6= u∗(τ+)

H(t, x∗, λ∗, u)−H(t, x∗, λ∗, u∗) > 0

Nota : pour une discontinuité non contrainte θ ≡ 0, la condition de Weierstrass

est vérifiée à l’égalité pour u∗ = u(τ−) et u = u(τ+)
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Exemple 2 9

✑ Exemple 2
min

u(t)∈C1([0,1],R)
J(x, u) =

∫ 1

0

u(t)3dt

sous ẋ(t) = u(t) x(0) = 0 x(1) = 1

➊ C.N. 1 :

λ̇∗ = 0 λ∗(t) = λ∗(1) = λ∗ H = u3 + λu

H∗
u = λ∗ + 3u2∗ = 0 u∗ =

√

−λ∗

3
x∗(t) =

√

−λ∗

3
t x(1) = 1

λ∗ = −3 x∗(t) = t u∗(t) = 1 J∗ = 1

➋ C.N. 3 et Condition forte de Legendre-Clebsch :

Huu = 6u H∗
uu = 6 > 0

➌ C.N. 2 et Condition forte de Jacobi : équation de Riccati homogène

ṡ(t) = s2/6, s(1) = 0 s(t) ≡ 0

Le minimum (x∗, u∗, λ∗) = (t, 1,−3) est un minimum local faible
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Exemple 2 (suite) 10

➍ C.N. 5 : condition de Weierstrass

δH(x∗, λ∗, u, u∗) = u3−u3∗+λ∗(u−u∗) = (u−1)2(u+2) < 0 pour u < −2 !

Le minimum (x∗, u∗, λ∗) = (t, 1,−3) n’est pas un minimum fort

➎ C.N. 4 : conditions de Weierstrass-Erdman

λ(τ−i ) = λ(τ+i ) = λ

u(τ−i )(u2(τ−i ) + λ) = u(τ+i )(u2(τ+i ) + λ)

J(x, u) =

∫ δ

0

u3(t)dt+

∫ 1.1δ

δ

u3(t)dt

+

∫ 1

1.1δ

u3(t)dt

= 1− 678δ

J∗

u∈KC0 < J∗
u∈C0 t

1

1

x

δ 0.1δ

3δ
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Approche variationnelle en CO : commentaires 11

- Le vecteur d’état adjoint λ(t) découple les variables x(t) et u(t) dans les équations

d’Euler-Lagrange (équations canoniques de Hamilton)

- Le vecteur de commande u(t) n’est pas contraint ni borné

- La commande optimale u∗(t) est obtenue par application du principe du minimum

de Pontryagin : H(t, x, u, λ) = λ0L(t, x, u) + λ′f(t, x, u)

- λ0 = 1 : principe du minimum de Pontryagin

- λ0 = −1 : principe du maximum de Pontryagin

max → min J(x, u) → λ0J(x, u) =

∫ tf

t0

λ0L(t, x(t), u(t))dt+ λ0ψ
∗
0

- Si H ne dépend pas explicitement de t alors il est constant le long de la trajectoire

optimale

Ht(t, x
∗, u∗, λ∗) =

dH(t, x, u, λ)

dt

- Résoudre le problème aux deux bouts revient à résoudre les équations d’état et

d’état adjointe avec les conditions initiales et finales (méthodes numériques dans

les cas généraux : non linéaires et variants dans le temps)

- La résolution du problème aux deux bouts permet de résoudre l’équation de

commande pour obtenir la commande optimale u∗(t) en boucle ouverte
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Approche variationnelle en CO : exemple 1 12

✑ Exemple 3 Soit le problème de commande optimale (double intégrateur)

min
u(t)∈KC0([t0,tf ],R)

J(x, u) =
1

2

∫ 2

0

u(t)2dt

sous
ẋ1(t) = x2(t)

ẋ2(t) = u(t)

x(0) =
[

1 2
]′

x(2) =
[

1 0
]′

Nota : problème de commande optimale à instant final et état final fixes où

L(t, x(t), u(t)) = 1
2
u2(t) est de classe C2

➊ Hamiltonien :

H(x1(t), x2(t), u(t), λ1(t), λ2(t)) =
1

2
u2(t) + λ1(t)x2(t) + λ2(t)u(t)

➋ Equation de commande :

∂H

∂u
(x∗, u∗, λ∗) = u∗(t) + λ∗

2(t) = 0

u∗(t) = −λ∗
2(t)
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Approche variationnelle en CO : exemple 1 (II) 13

➌ Hamiltonien à l’optimum :

H(x∗1(t), x
∗
2(t), λ

∗
1(t), λ

∗
2(t)) = −1

2
λ2∗
2 (t) + λ∗

1(t)x
∗
2(t)

➍ Equations d’état :

ẋ∗1(t) = Hλ1
(x∗1(t), x

∗
2(t), λ

∗
1(t), λ

∗
2(t)) = x∗2(t)

ẋ∗2(t) = Hλ2
(x∗1(t), x

∗
2(t), λ

∗
1(t), λ

∗
2(t)) = −λ∗

2(t)

➎ Equations d’état adjointe :

λ̇∗
1(t) = −Hx1

(x∗1(t), x
∗
2(t), λ

∗
1(t), λ

∗
2(t) = 0

λ̇∗
2(t) = −Hx2

(x∗1(t), x
∗
2(t), λ

∗
1(t), λ

∗
2(t) = −λ∗

1(t)

➏ Solution des équations d’état et d’état adjointe :

x∗1(t) = C3

6
t3 − C4

2
t2 + C2t+ C1

x∗2(t) = C3

2
t2 − C4t+ C2

λ∗
1(t) = C3

λ∗
2(t) = −C3t+ C4
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Approche variationnelle en CO : exemple 1 (III) 14

➐ Expression explicite de la commande optimale :

u∗(t) = C3t− C4

➑ Détermination des constantes d’intégration :

C1 = 1 C2 = 2 C3 = 3 C4 = 4

➒ Solution optimale :

x∗1(t) = 0.5t3 − 2t2 + 2t+ 1

x∗2(t) = 1.5t2 − 4t+ 2

λ∗
1(t) = 3

λ∗
2(t) = −3t+ 4

u∗(t) = 3t− 4

H(x∗(t), λ∗(t)) = −2

J(x∗(t), u∗(t)) = 1
2

∫ 2

0

u2(t)dt

= 3
2

[

t3
]2

0
− 6

[

t2
]2

0
+ 8 [t]20 = 4

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2
−4

−3

−2

−1

0

1

2

t
x 1, x

2, u

u*(t)

x
2
* (t)

x
1
* (t)
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Approche variationnelle en CO : exemple 1 (IV) 15

>> S=dsolve(’Dx1=x2,Dx2=-lambda2,Dlambda1=0,Dlambda2=-lambda1,...

x1(0)=1,x2(0)=2,x1(2)=1,x2(2)=0’)

S =

lambda1: [1x1 sym]

lambda2: [1x1 sym]

x1: [1x1 sym]

x2: [1x1 sym]

>> for tp=0:0.02:2

t=sym(tp);

x1p(j)=double(subs(S.x1));

x2p(j)=double(subs(S.x2));

lambda2(j)=double(subs(S.lambda2));

u(j)=-double(subs(S.lambda2));

t1(j)=tp;

j=j+1;

end
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Approche variationnelle en CO : exemple 2 16

✑ Exemple 4 Problème du transfert orbital : soit une fusée de masse m(t) devant

atteindre en un temps donné (tf ) l’orbite circulaire de rayon maximal (r(tf )) à

partir d’une orbite circulaire donnée r(0) et avec une vitesse initiale donnée v0, en

utilisant une poussée constante T dont l’orientation φ(t) peut varier.

Mise en équations :

- Equations dynamiques :

ṙ(t) = u(t)

u̇(t) =
v2(t)

r
− µ

r2
+

T sinφ

m0 − |ṁ(t)|t
v̇(t) = −uv

r
+

T cosφ

m0 − |ṁ(t)|t

- Conditions aux limites :

r(0) = r0 > 0, u(0) = 0, v(0) =

√

µ

r0

u(tf ) = 0, v(tf ) =

√

µ

r(tf )

- Fonctionnelle : J = −r(tf )

y

x
.

. .
T

v

φ(t)
u

Satellite

Centre attractif

Orbite finale

Orbite initiale

r(0)

r

r(tf )
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Approche variationnelle en CO : exemple 2 (II) 17

➊ Hamiltonien :

H(x(t), φ(t), λ(t)) = λ1u+λ2

(

v2

r
− µ

r2
+

T sinφ

m0 − |ṁ|t

)

+λ3

(

−uv
r

+
T cosφ

m0 − |ṁ|t

)

➋ Equation de commande :

∂H

∂φ
(x∗, φ∗, λ∗) =

T

m0 − |ṁ|t (λ
∗
2(t) cosφ

∗(t)− λ∗
3(t) sinφ

∗(t)) = 0

λ∗
2(t) cosφ

∗(t) = λ∗
3(t) sinφ

∗(t) ⇒ tanφ∗(t) =
λ∗
2(t)

λ∗
3(t)

➌ Equation d’état adjointe :

λ̇∗
1(t) = −Hr(x

∗(t), φ∗, λ∗(t)) = −λ∗
2(t)

(

−v
2∗(t)

r2∗(t)
+

2µ

r3∗

)

− λ∗
3(t)

u∗(t)v∗(t)

r2∗(t)

λ̇∗
2(t) = −Hu(x

∗(t), φ∗, λ∗(t)) = −λ∗
1(t) + λ∗

3(t)
v∗(t)

r∗(t)

λ̇∗
3(t) = −Hv(x

∗(t), φ∗, λ∗(t)) = −2λ∗
2(t)

v∗(t)

r∗(t)
+ λ∗

3(t)
u∗(t)

r∗(t)

➍ Conditions de transversalité : tf fixé et x(tf ) contraint par ψ(tf , x
∗(tf )) = 0
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Approche variationnelle en CO : exemple 2 (III) 18

Problème aux deux bouts :

ṙ∗ = u∗

u̇∗ =
v2∗

r∗
− µ

r2∗
+

T sinφ∗

m0 − |ṁ(t)|t
v̇∗ = −u

∗v∗

r∗
+

T cosφ∗

m0 − |ṁ(t)|t
λ̇∗
1 = −λ∗

2

(

−v
2∗

r2∗
+

2µ

r3∗

)

− λ∗
3
u∗v∗

r2∗

λ̇∗
2 = −λ∗

1 + λ∗
3
v∗

r∗

λ̇∗
3 = −2λ∗

2
v∗

r∗
+ λ∗

3
u∗

r∗

Conditions initiales et finales :

λ∗
1(tf ) = −1 +

ν2
√
µ

2r∗3/2(tf )
r(0) = 0

λ∗
2(tf ) = ν1 u(0) = 0

λ∗
3(tf ) = ν2 v(0) =

√

µ

r0







u∗(tf )

v∗(tf )−
√

µ

r∗(tf )






= 0
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Principe du maximum de Pontryagin 19

Le problème de commande optimale étudié est défini par :

min
u(t)∈U

J(x, u) =

∫ tf

t0

L(t, x(t), u(t))dt+ ψ0(tf , x(tf ))

sous ẋ(t) = f(t, x(t), u(t)), x(t0) = x0

x(tf ) = xf , tf libres

➥ Hypothèses 1 - les fonctions L(.) et f(.) sont de classe C1 par rapport à x et t :

f(t, x, u), fx(t, x, u),ft(t, x, u), L(t, x, u), Lx(t, x, u), Lt(t, x, u) sont continues

sur [t0, tf ]× R
n × U

- Le Hamiltonien H(t, x, u, λ) = L(t, x, u) + λ′f(t, x, u) est de classe C1 par rapport

à x : H(t, x, u, λ) et Hx(t, x, u, λ) sont continues sur [t0, tf ]× R
n × U × R

n

- Contrainte sur le vecteur de commandes : u(t) ∈ U espace topologique de

KC0([t0, tf ],R
m)

- Les variations δu(t) sur la trajectoire optimale de la commande u∗(t) ne sont plus

arbitraires : u(t) = u∗(t) + δu(t) ∈ U
- Principe du maximum de Pontryagin pour H(t, x, u, λ) = −L(t, x, u) + λ′f(t, x, u)

donc ici principe du minimun de Pontryagin
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Principe de Pontryagin II 20

Première variation de la fonctionnelle :

δJ =
[

H∗ + ψ∗
0tf

]

|tf

δtf +
[

∇xf
ψ∗

0 − λ∗(t)
]′

|tf
δxf

+

∫ tf

t0

{[

H∗
x + λ̇∗(t)

]′

δx(t) +H∗′

u δu(t)
}

dt

Les conditions nécessaires pour que u∗(t) minimise J sont :
- δJ = 0 si u∗(t) est à l’intérieur de U
- δJ ≥ 0 si u∗(t) est sur la frontière de U
- Equations canoniques de Hamilton :

ẋ∗(t) = Hλ(t, x
∗, u∗, λ∗)

λ̇∗(t) = −Hx(t, x
∗, u∗, λ∗)

- Conditions de transversalité :
[

H∗ + ψ∗
0tf

]

|tf

δtf+
[

∇xf
ψ∗

0 − λ∗(t)
]′

|tf
δxf = 0 t0 t0 tf

u
u(t)

u∗(t)

u∗(t0)

u∗(tf )
U

u(tf )

δJ =

∫ tf

t0

H∗′

u δu(t)dt avec H
∗′

u δu(t) = H((t, x∗, u∗ + δu, λ∗))−H((t, x∗, u∗, λ∗))

d’où δJ ≥ 0 implique H(t, x∗, u, λ∗) ≥ H(t, x∗, u∗, λ∗) ∀ u ∈ U
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Principe de Pontryagin : énoncé 21

❒ Théorème 3 principe de Pontryagin

Si u∗(t) ∈ U est une commande optimale admissible et x∗(t) la trajectoire d’état

optimale solution de l’équation d’état associée à u∗(t) alors il existe un vecteur λ∗(t)

tel que les équations canoniques de Hamilton :

ẋ∗(t) = Hλ(t, x
∗, u∗, λ∗)

λ̇∗(t) = −Hx(t, x
∗, u∗, λ∗)

L.S. Pontryagin

aient des solutions (x∗(t), λ∗(t)) sous les conditions de transversalité :
[

H∗ + ψ∗
0tf

]

|tf

δtf +
[

∇xf
ψ∗

0 − λ∗(t)
]′

|tf
δxf = 0

et u∗(t) est un minimum global du Hamiltonien sur U

min
u∈U

H(t, x∗, λ∗, u) = H(t, x∗, λ∗, u∗)

ou

H(t, x∗, λ∗, u) ≥ H(t, x∗, λ∗, u∗) ∀ u ∈ U

Commande Optimale ISAE-N6K



Principe de Pontryagin : commentaires 22

Nota :

- Si le vecteur de commande n’est pas contraint, la condition de minimisation

du Hamiltonien revient à l’annulation du gradient du Hamiltonien par

rapport à la commande à l’optimum

min
u∈Rm

H(t, x∗, λ∗, u) = H(t, x∗, λ∗, u∗) ⇔ Hu(t, x
∗, λ∗, u∗) = 0

- Problème aux deux bouts : 2n équations différentielles à résoudre avec n

conditions initiales x(0) et n conditions finales si x(tf ) est fixé ou N

multiplieurs + n−N contraintes sur les variables adjointes si ψ(.) ∈ R
N

avec ψ(tf , x(tf )) = 0

Conditions nécessaires additionnelles :

➊ Si tf est libre et H(t, x, λ, u) = H(x, λ, u) alors

H(x∗(t), λ∗(t), u∗(t)) ≡ 0 ∀ t ∈ [t0, tf ]

➋ Si tf est fixé et H(t, x, λ, u) = H(x, λ, u) alors

H(x∗(t), λ∗(t), u∗(t)) = C ∀ t ∈ [t0, tf ]
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