ISAE-N6K /Premiére année

Représentation et analyse
des systemes linéaires

Petite classe No 5

1 Exercices

Exercice 1 :
Déterminer la plage de stabilité pour le parametre K du systeme dont I'équation
d’état est donnée par :

1 0 1 0 T 0
To | = 0o -2 1 zo |+ 0 | u
T3 -K 0 -1 T3 K

Exercice 2 :
On considere le systeme du second ordre décrit par :

HIEEN

Déterminer la stabilité de I'état d’équilibre.

Exercice 3 :
On considere le systeme du second ordre décrit par :

HE vl

Déterminer la stabilité de I’état d’équilibre.

Exercice 4 :
On considere le systeme du second ordre décrit par :

HNERTH

Déterminer la stabilité de I'état d’équilibre.

Exercice 5 :
On considere le systeme du second ordre décrit par :

Ty | | ann ane T
X2 Q21 A22 X2

Déterminer la stabilité de 1’état d’équilibre.

Exercice 6 :
On considere ’équation caractéristique :

P+ Ep*+p’+p+1=0

Déterminer la plage de stabilité pour K.
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Exercice 7 :

Exercice 8 :

Exercice 9 :

Exercice 10 :

Exercice 11 :

On considere 1’équation caractéristique :
4 3 2 _
app” + a1p” + asp” +asp +as =0

Donner les conditions de stabilité sur les coefficients du polynome.

Déterminer la stabilité des systemes d’équations caractéristiques :
a) p® + 25p% + 10p + 450 = 0

b) p + 25p* + 10p + 50 = 0

c) p*+ 25p? + 250p + 10 =0

d) 2p* + 10p® + 5.5p% +5.5p + 10 =0

) p®+ 2p° + 8p* + 15p3 + 20p% + 16p + 16 = 0

) p*+2p° + 10p? +20p +5 =0

R

Déterminer la marge de stabilité sur le parametre K pour des systemes d’équations
caractéristiques :

(a) p* +25p3 + 15p? +20p+ K =0

(b) p*+ Kp* +2p>+ (K +1)p+10=0

(c) PP+ (K +2)p*+2Kp+10=0

(d) p*+ 20p* + 5p + 10K =0

Tracer le lieu de Nyquist, de Bode et de Nichols des modeles suivant :

_ 20(p*+p+0.5) 9(p* +0.2p+ 1)

S TV rEa ) B T L)
3= G = p(p+ 52)0(1(01Z jJLr 12;9 +10) = Gl = ;;i j: 1
5— G(p):%ii 6— G(p):% T =Ty >0
Soit le modele du deuxieme ordre :
G() “

B P? + 28w,p + w2

Montrer que la bande passante a -3 dB est donnée par :

Wog = Wyl — 26% 4 /44 — 4€2 + 2)



2 Solution des exercices

Exercice 1 :

Exercice 2 :

Exercice 3 :

Exercice 4 :

Exercice 5 :

Exercice 6 :

Le polynome caractéristique associé a la matrice dynamique A est donné par :
PA) =X +3N+2A+ K

En appliquant le critere de Routh-Hurwitz

A3 1 2
A2 3 K
A u 0
3

A0 K

on obtient la condition de stabilité 0 < K < 6.

Le point d’équilibre unique est 'origine 0 et la matrice dynamique associée A a
un polyndéme caractéristique associé :

P(A) = M+ X+ 10A
dont les racines (les poles du systeme) sont complexes conjuguées a partie réelle
—1+5v39
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strictement négative donc le systeme est asymptotiquement stable.

Les valeurs propres de la matrice dynamique sont —4 et —1 donc le point d” equi-
libre 0 est asymptotiquement stable pour le systeme.

La matrice dynamique a une valeur propre double —1 est le systeme est donc
stable asymptotiquement.

Le polynome caractéristique associé est

P(A) A2 — (@11 + ax) + annagn — ajpan

En appliquant le critere de Routh Hurwitz, on obtient les conditions

a1+ aze <0 ajjag — ajpaz <0

On applique le critere de Routh-Hurwitz au polynome p* + Kp? + p* +p + 1.
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Les conditions de stabilité sont donc K > 0, K > 1 et K—1—K? > 0. L’ensemble
de ces conditions ne peut étre satisfait. Le systeme est instable pour toute valeur
de K.



Exercice 7 :

Exercice 8 :

Une premiere condition nécessaire est que les a; soient tous strictement positifs.
Le tableau de Routh-Hurwitz donne ensuite.

4
p ag Az Q4
p? aq as 0
2 ajaz—apas
P EEr— ay O
(alag—aoag)ag—a%azl 0
ZZ) ajaz—apas
p Gy

Les conditions nécessaires et suffisantes de stabilité sont donc

ag > 0
a; > 0
as >0
az >0
as >0
(arag — agaz)az — atay > 0

On applique le critere de Routh-Hurwitz.
(a) p*+25p* + 10p+ 450 =0

pP| 1 10
p? | 25 450
pl—-8 0
p° | 450

L’équation caractéristique possede deux racines a partie réelle positive donc le
systeme associé est instable.
(b) p* +25p? + 10p + 50 = 0
pPl 1 10
p? |25 50
pl 8 0
p° | 50
L’équation caractéristique possede trois racines a partie réelle strictement
négative donc le systeme associé est stable.
(c) p*+ 25p* + 250p + 10 =0

p>l 1 250
p? | 25 10
p 625 O

p° | 10

L’équation caractéristique possede trois racines a partie réelle strictement
négative donc le systeme associé est stable.
(d) 2p* +10p® 4+ 5.5p* +5.5p +10=0

pt 2 5.5 10
p? 10 5.5 0
p? | 4.4 10
p|—1722 0

p° 10

L’équation caractéristique possede deux racines a partie réelle positive donc le
systeme associé est instable.



(e) b+ 2p° + 8p* + 15p® + 20p? + 16p + 16 = 0

1 8 20 16
Pl 2 15 16 0
prl 12 7 16 0
p3
p2

—13/2 —24 0
67/2 16
p| =700 0
p° 16

L’équation caractéristique possede quatre racines a partie réelle positive donc
le systeme associé est instable.
(f) p*+2p* +10p* +20p+5=10

p? 1 10 5
p? 2 20 0
p? € 5 0
p |20—10/e O

P 5

L’équation caractéristique possede deux racines a partie réelle positive donc le
systeme associé est instable.

Exercice 9 :
On applique le critere de Routh-Hurwitz.
(a) p* +25p3 + 15p2 +20p+ K =0

4 1 15 K

p

p3 25 20 0

2 142 K 0
284—25K

p 12.2 0

Pl K

Le systeme associé est stable ssi 0 < K < 11.36.
(b) p*+ Kp*+2p* + (K +1)p+10=0

o1 2 10

Pl K K+1 0

p2 Kgl 10 0
_ 2_

P 9;{_1 1 10

p° 10

Le systéme associé est toujours instable puisque pour 1 < K, —9K2 — 1 ne
peut étre positif.
(¢) PP+ (K +2)p*+2Kp+10=0

p? 1 2K
p? K+2 10
2 4K
p | 2K ;f; 0

p° 10

Le systeéme associé est stable asymptotiquement pour —1 + v6 < K.



Exercice 10 :

(d) p* +20p* + 5p + 10K =0

w
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Le systeme associé est stable pour 0 < K < 10.
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5- Pour T} = 2 et T5 = 1, on obtient,



Exercice 11 :

Nyt lagram Baeosgam . isomn

La condition de définition de la bande passante a —3 dB est :
20Log|G(jw_3)| = =3 dB & |G(jw_3)|* =10""* =05

Puisque
Wy

(P + w2 T A,

G(jw)* =
cela permet de réécrire que w_3 est une solution du polynome
why 4+ 20262 - Dwiw?; — wi

La seule solution positive est donnée par :

Wog = Wyl — 26% 4 (/44 — 4€2 + 2)

Notes bibliographiques

On pourra consulter au minimum un chapitre particulierement dédié a I’analyse fréquentielle dans tous les ouvrages d’Auto-
matique classiques et monographies complétes. Nous retenons les références [6], [13] parmi les ouvrages généraux et [20] parmi les
ouvrages proposant une approche plus moderne de ces questions.

Les ouvrages recommandés en bibliographie ont été regroupés suivant des catégories ayant trait a leur nature ou au sujet traité
si ce dernier est particulierement pertinent pour un des sujets du chapitre.

- Articles fondateurs : [3];

- Manuels historiques : [12], [22], [5], [4], [11], [18], [16];

- Manuels généraux : [21], [17], [8], [6], [15], [10], [13];

- Manuels modernes : [20], [24], [1], [14], [7], [23];

- Analyse fréquentielle multivariable : [9], [8], [20];

- Critére de Routh-Hurwitz : [8], [19], [14], [7], [2].
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