Représentation et analyse

des systemes linéaires
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Analyse fréquentielle




Réponse fréquentielle des modeles LTI monovariables 2

Vv Définition 1 : réponse fréquentielle

La réponse fréquentielle d'un systéme LTI est la réponse en régime permanent du

systeme a une entrée sinusoidale

wX
X(p) - pg _I_wz G(p) Y(p)

z(t) = X sinwt

[] Théoreme 1 :

La réponse fréquentielle d’'un systeme LTI stable a une sinusoide X sin(wt) est une

sinusoide
y(t) = Y (w)sin (wt + ®(w))

Nota : y(t) = Y sin(wt + ®) = Im [V (w)e?*?] avec Y (w) =Y (w)e®«)
A Y (w), on associe toujours le signal complexe Y (w)e/w?
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Réponse fréquentielle des modeles LTI monovariables 3

[1 Fonction de transfert :

N N(p)
G0 = 50y = et o)

[ Réponse :
y(t) = ae™ I 4 @e?“t +bie P 4. £ be P!

[1 Régime permanent :

y3(t) = ae Wt 4 gel@t

ou :
Xw . XG(—jw)
= G — _ .J
a [ (p) p2 + w2 (p + ]w)] I 27
- Xw - XG(jw)
a — G — W = :
[ (p) 2o (p—3J )] - 5
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Réponse fréquentielle des modeles LTI monovariables 4

[1 Fonction de transfert sinusoidale :

G(jw) = |GGl G(—jw) = |G(jw)le 7

d'ou : | |
X[GGw)le ™ X|G(jw)|er®
a —= — —
29 29
[1 Régime permanent :
- elwttd) _ o—j(witg)
ys(t) = X[G(jw)|

27

X|G(jw)| sin(wt 4 ¢)

= Ysin(wt + ¢)
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Réponse fréquentielle des modeles LTI monovariables s

v Définition 2 : fonction de transfert sinusoidale

On définit |a fonction de transfert sinusoidale du systéme comme

Gljw) = =2

- Son gain,

- Sa phase,

N—"

P(w) = Argument (G(jw)) = Argument (Eg‘:}%) = Argument (73:}))

>

v Définition 3 : réponse fréquentielle

La réponse fréquentielle du systéme est obtenue par variation de w
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Représentation graphique de la réponse fréquentielle ¢

G (jw) est un nombre complexe caractérisé par
- son amplitude (le gain du systéme)
- son argument (la phase du systéme)

ou sa partie réelle et sa partie imaginaire qui sont des fonctions de w

v Définition 4 : /ieu de transfert

On appelle lieu de transfert le lieu des points G(jw) quand la pulsation w varie de 0 a l'infini

0 Le lieu de Nyquist :
(Re(w), Im(w)) ou (®(w), [G(jw)])

[1 le lieu de Nichols-Black :
(®(w), |G(jw)| dB)

[1 Le lieu de Bode :
(w, ®(w)) et (w,|G(jw)| dB)
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Représentation de Nyquist des modeles LTI monovariables 7

‘ Plan complexe I

Imu

Im(G(wk)) 7777777777777777777

- |l décrit I'ensemble du domaine de variation des w

- Probleme des produits de lieux élémentaires connus G(jw) = G1(jw)G2(jw)
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Plan de Nyquist d'un premier ordre 8

Im G( . ) B 1
1 | I8 =T + JgwT
1+ w272
oo | X =Re(G(jw) =
‘ 0 —¢(JT) 0.5 Re 1+ w2T?
wT )
1+ w272 GG/T) v T (G( )) - —wT
R A Ay o
* I Gjw)| = e B(w) = — tan~ (WT)
w = — — —
T V1 + w2T?
2 2 1 — CL)2T2 2 —wT 2
_ — — 4:
(X =172 +Y (1 + w?T7? ) T 1 4 w?T7? 1/
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Plan de Nyquist d'un deuxieme ordre 9

FIGURE 1 — £ variant et w,, =1
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Représentation de Nichols-Black des modeles LTI 10

- Propriété d’additivité :

20Log,(|G1(jw)||G2(jw)]) = > _20Log,,(|Gi(jw)])

1=1

HG(jw)| dB

G(0)] dB

|G(jwy)| dB
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Représentations de Nichols - Black : ordre 1 et ordre 2 11

| |

PSRN N \“ ‘ |
o i ‘\‘
Hoooo @ W
gUtw— O W/
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Représentation de Bode des modeles LTI 12

- Propriété d'additivité et méthode de tracé asymptotique

- Tracé incomplet

A |G(jw)| dB
|G (jwi)]
W ra>d/s
20Log;o(|G1(jw)||G2(jw)]) =
2 Echelles logarithmiques

Z 20Log; o (1G:(jw)l) §¢ deg.
i=1 / -

w1 w rad/s

LAAS-CNRES PC5 - Représentation et analyse des systémes ISAE-N6K



Représentation de Bode des modeles LTI 13

v Définition 5 :

Une octave est définie par wi et 2wy alors qu’une décade est définie par wy et 10w pour wi

donnée

—20 db/décade
20Log;

_ | = 20Log, = / ;
(](,U)N v (,UN 7 Weo ]

= 20Log,, K — 20N Log,w

Vv Définition 6 : pulsation de coupure
Wea €St la pulsation de coupure a o dB : |G(jwea)| dB = |G(j0)| dB — a dB

La bande de pulsations 0 < w < w.q est appelée la bande passante du systéme a o dB
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Tracé de Bode d’un premier ordre 14

[1 Fonction de transfert sinusoidale :

1
Glw) = 1+ j0T
Pulsation de cassure : w. = 1/T
Module et phase :
Gljw)] = s = 20Logyo( ) dB
V1 + w?2T? V1 + w2T?
o = —tan N (wT)

[0 Pour les basses fréquences, w < w. = 1/7T" : asymptote horizontale a 0 dB

—20Log,,(v/1 + w2T?) ~ —20Log,,(1) = 0 dB

[0 En hautes fréquences, w > w. = 1/T : droite de pente —20 dB/décade ou
—6 dB/octave

—20Log,,(v/1 + w?T?) ~ —20Log,,(wT) dB

LAAS-CNRES PC5 - Représentation et analyse des systémes ISAE-N6K



Tracé de Bode d’un premier ordre (suite) 15

Magnitude (dB)
L R RS UR
(4] o (3] o [$)] o (9] o (%)) o
T T T

|
al
@

Phase (deg)

-90
-1

LAAS-CNRS

45}

wrad/s | ® deg
1/T 45
1/2T | 26.6
1/10T | 5.7
2/T | 634
10/T | 84.3
FIGURE 2 — Tracé dans le plan de Bode de 1/(p + 2)
- L'erreur maximale est pour w. = 1/T et vaut —3 dB
- L'erreur pour w = 2/T et w = 1/2T vaut —0.97 dB
PC5 - Représentation et analyse des systemes ISAE-N6K



Tracé de Bode du deuxieme ordre 16

[1 Fonction de transfert sinusoidale :

Gjw) =

[1 Etude de I'amplitude :

N 2
|G(jw)| = —20Log, \/(1 — 5—%) -+ (25%)

- w <KL Wy |G(Jw)| ~ —20Log;,(1) =0 dB

Asymptote horizontale a 0 dB
- w > Wy, |G(jw)| ~ —20Logy, (5—5) = —40Log, (;—n>

Asymptote de pente —40 dB/décade
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Tracé de Bode du deuxieme ordre (suite) 17
[0l Etude de la phase :
26 (
b = —tan_l g(wn2)
-2
w=20 ® =0 deg asymptote horizontale
w=w, ®=—tan"* (%) = —90 deg point d'inflexion
w=00 Y =—180 deg asymptote horizontale
v Définition 7 : pic de résonnance
1
Wy = wWp/1 — 2£2 M, =
: 26\/1 - €2
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Tracé de Bode du deuxieme ordre 18

1

M, = ——
)
G(jw)| dB 26v1=¢
Asymptotes
/ <40 dB/dec. wrad/s 2
Wy = wpy/1 — 282
—3dB S
Bande passante a —3 dB g

v Définition 8

La pulsation de cassure d’un second ordre est définie par

We = Wn
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Représentation de Bode des modeles LTI 19

‘R‘egles de constructionl
- Gain: K

- Facteurs d'intégration ou de dérivation : (jwT)™*
- Facteurs du premier ordre : (1 +jw)i1
- Facteurs quadratiques : [1 4+ 2 (§/wn) jw + (‘7'(«u/wn)2]il

[1 Procédure 1 :
1- Ecrire la fonction de transfert sinusoidale comme une factorisation des termes

élémentaires
2- Identifier les fréquences de cassure caractéristiques associées a ces facteurs de base

3- Tracer les courbes asymptotiques
4- Calculer le module et la phase de la fonction de transfert et tracer quelques points afin

d’obtenir la courbe exacte
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Spécifications fréquentielles des modeles LTI 20

- Pic de résonance M, :

1

26/1 - &2

1.1 <M. <15

ord 2
M —

¢ < 0.707

Pulsation de résonance w, :

Wl % = o\ /1— 262 € <0.707

WBP

0 dB

=

Spécifications fréquentielles de performance

LAAS-CNRS

| w rad/s .
Roll-off / Pulsation de coupure w,, :

————————————————————————— ‘ WO 2 = (o /4E2 — 2

|G (jweol) = 0 dB

Bande passante wpp :

1/2
w2 = gy [(1 _2¢?) 4 JAET —4g2 ¢ 2}
|G(jwsp|) = -3 dB

Roll-off : atténuation de la courbe de gain

aux hautes fréquences
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Analyse fréquentielle multivariable 21

Soit le modele entrée-sortie multivariable y = G(p)d ol y € R" et d € R™.
- On applique une sinusoide d;(t) = d;o sin(wt + «;) sur I'entrée j alors
Yi(t) = yio sin(wt + B;)

Y0 \gij(jw)| i — o = ang [gi; ()
70

- On applique simultanément sur chaque entrée des signaux sinusoidaux de méme
fréquence w + principe de superposition

yi(w) = Zgij(jw)dj(w> y(w) = Gjw)d(w)

Nota : dj(éd) = dojejaj
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Analyse fréquentielle multivariable 22

- Gain des systemes SISO :

ly(@)| _ |GG@)dW)] _
o)~ Jdewy W =16

- Gain des systemes MIMO :

ly@Wlla _ [[GGGw)d(w)l]2
|d(w)]]2 ld(w)]l2

= f(w)

Nota :

- f(w) est indépendante de ||d(w)|| mais dépend de la direction d’entrée d

- La notion de phase pour les systemes multivariables est complexe a définir et ne
sera pas abordée dans ce cours
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Analyse fréquentielle multivariable 23

3 2
Exemple : G =
-1 1
1 4
dy = ) y1]l2 = V10
0
dy = ) lyall2 = V5
0.707
d3 = ||y3||2 = 1.5811 .
_00707 -10 8 6 4 2 Zi 2 4 6 8 10
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Analyse fréquentielle multivariable 24

v Définition 9 :
- La valeur maximale du gain quand |'entrée varie est la valeur singuliere maximale

de GG :

|Gd]|2 _
max ——— = max ||Gd|ls =o(G
d20 ||d|l2  [ld]]2=1 IGd]lz = a(G)

- La valeur minimale du gain quand |'entrée varie est la valeur singuliere minimale de

G..

|Gd]|2 .
min = min ||Gd|ls = o(G
d#0 ||d||2 ||d||2=1|| Iz =o(G)

Nota : le gain est indépendant de I'amplitude d'entrée
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Les valeurs singulieres 25

Vv Définition 10 : Décomposition en valeurs singuliéres

A € CY™ peut étre factorisée a I'aide d’'une décomposition en valeurs singuliéres :
A=Usv"  ye ™ Ufl=U"1t vecmm yvH=y!

Y. est formée par une matrice diagonale des valeurs singulieres o; dans |'ordre
décroissant
-l>m:

diag(o1,---,04)

7i(A) =\ Ni(AAT) = /2, (AH A)

Ol—me

2 = [ diag(oy, -+ ,04) ‘ Orxm—1 ]
avecoc =01 > --- >0, =0 >0 et min(l,m) > rang(A) = g,

LAAS-CNRES PC5 - Représentation et analyse des systémes ISAE-N6K



Analyse fréquentielle multivariable 26

Soit G(jw) € C" ™ une matrice de réponse fréquentielle telle que sa SVD pour w
fixée est

G(jw) =UZ(w)VHE Y(w) =

v Définition 11

Les valeurs singulieres sont appelées valeurs principales ou gains principaux. De plus,
on définit les directions d’entrée v; et de sortie u; :

V=[vlj=1..om U= [ti=1.. G(jw)V =U%(w) Guvj =ou; o;=|Gv,|

Nota : la ieme valeur singuliere donne le gain dans la direction 1.
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Analyse fréquentielle multivariable

27

Exemple : modele deux entrées - deux sorties

Singular Values

B=[01;10;11];
C=[310:-101];
D=[0 0;0 0];
sys=ss(A,B,C,D);
sigma(sys)

Singular Values (dB)

_40 -

107! 10° 10 10°
Frequency (rad/sec)

A=[-0.14j1-1;0-0.1-j 2;0 0 -6];
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