
ISAE-N6K/Première année

Représentation et analyse
des systèmes linéaires

Petite classe No. 4

1 Exercices

Exercice 1 :
Soit les modèles décrits par leur équation différentielle entrée-sortie :

1− 9ẍ(t) + cẋ(t) + 4x(t) = u(t)

2− ẍ(t) + cẋ(t) + 4x(t) = u(t)

où u(t) est un échelon de position. On souhaite imposer les spécifications temporelles
suivantes :
- Le premier dépassement doit être le plus petit possible et inférieur à 20 %
- Le temps de montée tr doit être aussi petit que possible et ne doit pas dépasser 3 s..
Déterminer c afin de vérifier au mieux ces deux spécifications en privilégiant la première
si cela n’est pas possible.

Exercice 2 :
Calculer ξ, τ , ωn et ωp quand c’est possible pour les pôles suivants :

1 − p = −2 ± 6i 2 − p = 1 ± 5i 3 − p = −10 4 − p = −2 ± 2i

Exercice 3 :
Un modèle LTI du quatrième ordre a les pôles suivants :

p = −2 ± 4i p = −10 ± 7i

Identifier les pôles dominants et en déduire la constante de temps, le coefficient d’amor-
tissement et la pulsation propre non amortie du système.

Exercice 4 :
Calculer le premier dépassement, le temps de crête, le temps de montée et le temps
d’établissement à 5 % du système de modèle LTI :

ẍ(t) + 4ẋ(t) + 8x(t) = 2

Exercice 5 :
Montrer que le temps de crête est identique pour des pôles de même partie imaginaire.

Exercice 6 :
Mettre le système décrit par l’équation différentielle sous forme d’équation d’état :

ẍ(t) + 3ẋ(t) + 2x(t) = 0

Calculer les modes du système.
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Exercice 7 :
Trouver les modes du modèle d’état :

ẋ1(t) = x2(t)
ẋ2(t) = −x2(t)

Calculer la réponse libre pour les conditions initiales :

1− x1(0) = 10 x2(0) = 0
2− x1(0) = 10 x2(0) = −10
3− x1(0) = 10 x2(0) = 10

Exercice 8 :
En supposant que le système mécanique de la figure 8 est initialement au repos, calculer
la réponse complète du système en x et sa réponse en régime permanent. On supposera
que le système est sous-amorti.
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Fig. 1 – Système masse-ressort-amortisseur
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2 Solution des exercices

Exercice 1 :

1- Le système a pour fonction de transfert :

X(p)
U(p)

=
1/9

p2 + c/9p + 4/9
=

1/9
p2 + 2ζωnp + ω2

n

avec ω2
n = 4/9 et 2ζωn = c/9. Soit ωn = 2/3 et ζ = c/12. Le premier dépassement

D1 = Mp et le temps de montée tr s’écrivent :

Mp = e
−

πζ√
1 − ζ2

tr =
π − cos−1 ζ

ωn

√
1 − ζ2

Après substitution, on obtient :

ln(0.2) =
−πc√

144 − c2
1/6 =

π − cos−1(c/12)√
144 − c2

On ne peut satisfaire les deux en même temps et on privilégie la première. On obtient
alors :

c =
12|ln(0.2)|√
π2 + ln2(0.2)

= 5.4714 Mp = 0.2 tr = 3.44 s

2- Le système a pour fonction de transfert :

X(p)
U(p)

=
1

p2 + cp + 4
=

1
p2 + 2ζωnp + ω2

n

avec ω2
n = 4 et 2ζωn = c. Soit ωn = 2 et ζ = c/4. Le premier dépassement D1 = Mp

et le temps de montée tr s’écrivent :

Mp = e
−

πζ√
1 − ζ2

tr =
π − cos−1 ζ

ωn

√
1 − ζ2

On peut satisfaire les deux en même temps. On obtient alors :

c =
4|ln(0.2)|√
π2 + ln2(0.2)

= 1.8238 Mp = 0.2 tr =
π − cos−1 c/4
ωn

√
1 − c2/16

= 1.1484 s

Exercice 2 :

1- Le pôle est stable donc

ζ =
2√

4 + 36
=

1√
10

= 0.3162 ωn =
2
ζ

= 2
√

10 = 6.32 rad/s

ωp = 6 rad/s τ =
1

ζωn
= 0.5 s

2- Le pôle est instable donc cela n’a pas de sens de calculer les quantités demandées.
3- Le pôle est un pôle réel et stable.

τ = 0.1 s
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3- Le pôle complexe est stable donc

ζ =
2√

4 + 4
=

1√
2

= 0.707 ωn =
2
ζ

= 2
√

2 = 2.83 rad/s

ωp = 2 rad/s τ =
1

ζωn
= 0.5 s

Exercice 3 :
Le pôle dominant est −2 ± 4i et les caractéristiques associées spnt donc :

τ = 0.5 s ζ =
2√

4 + 16
=

1√
5

ωn =
2
ζ

= 2
√

5 rad/s

Exercice 4 :
La fonction de transfert associée à l’équation différentielle est donnée par :

2
p2 + 4p + 8

=
2

p2 + 2ζωnp + 8

Mp = e
−

ζπ√
1 − ζ2

= e−π = 4 % tp =
π

ωp
=

pi

2
= 1.5708 s

tr =
π − cos−1 ζ

ωp
=

π − cos−1(1/
√

2)
2

= 1.1781 s t5%s =
3

ζωn
=

3
2

= 1.5 s

Exercice 5 :
Le temps de crête est défini par tp =

π

ωp
où ωp est la partie imaginaire de la paire de

pôles complexes conjugués. Si deux paires ont la même partie imaginaire, ils conduiront
donc au même temps de crête.

Exercice 6 :
En choisissant les variables d’état x1 = x et x2 = ẋ, on obtient les équations d’état :[

ẋ1

ẋ2

]
=

[
0 1
−2 −3

] [
x1

x2

]

Les modes sont les valeurs propres de la matrice dynamique. Il y a deux modes apériodiques
−2 et −1.

Exercice 7 :
La matrice dynamique associée à cette représentation d’état est

A =
[

0 1
0 −1

]

Les modes associés sont deux modes apériodiques 0 et −1.
La réponse libre se calcule par la formule x(t) = eAtx(0). On obtient donc pour l’expo-
nentielle de matrice :

eAt =
[

1 1 − e−t

0 e−t

]
On obtient :

1− x(t) =
[

10
0

]

2− x(t) =
[

10e−t

−10e−t

]

3− x(t) =
[

20 − 10e−t

10e−t

]
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Exercice 8 :
L’équation du mouvement de ce système masse-ressort-amortisseur est donnée par :

mẍ + bẋ + kx = P sin ωt

Cela permet d’écrire en utilisant la transformée de Laplace et en supposant que le
système est initialement au repos et à l’équilibre, x(0) = 0 et ẋ(0) = 0 :

X(p) =
Pω

p2 + ω2

1
mp2 + bp + k

Du fait que l’on a supposé que le système est sous-amorti, on a

X(p) =
Pω

m

1
p2 + ω2

1
p2 + 2ζωnp + ω2

n

0 < ζ < 1

où ωn =
√

k/m et ζ = b/(2
√

mk). Après une décomposition en éléments simples, on
obtient :

X(p) =
Pω

m

1
(ω2

n − ω2)2 + 4ζ2ω2
nω2

[−2ζωnp + (ω2
n − ω2)

p2 + ω2

+
2ζωn(p + ζωn) + 2ζ2ω2

n − (ω2
n − ω2)

p2 + 2ζωnp + ω2
n

]

En prenant la transformée de Laplac inverse, on obtient alors la réponse complète du
système :

x(t) =
Pω

m[(ω2
n − ω2)2 + 4ζ2ω2

nω2)

[
−2ζωn cos ωt +

(ω2
n − ω2)

ω
sinωt

+2ζωne−ζωnt cos ωn

√
1 − ζ2t

+
2ζ2ω2

n − (ω2
n − ω2)

ωn

√
1 − ζ2

e−ζωnt sin ωn

√
1 − ζ2t

]

Pour obtenir la réponse en régime permanent, on prend la limite de x(t) quand t → ∞.

xrp =
Pω

m[(ω2
n − ω2)2 + 4ζ2ω2

nω2)

[
−2ζωn cos ωt +

(ω2
n − ω2)

ω
sinωt

]

Notes bibliographiques
La notion de stabilité étant fondamentale, tous les ouvrages d’Automatique traitent de ce sujet plus ou moins superficiellement.

Nous retenons la référence ancienne [8] très rigoureuse sur le fond malgré une forme un peu datée et la référence [32] très complète
sur la stabilité des systèmes linéaires et non linéaires. [2] est également une très bonne référence sur le sujet.

Concernant l’analyse transitoire temporelle, tous les manuels généraux en proposent un traitement complet mais [18] et [26]
concilient une présentation moderne et rigoureuse.

Les ouvrages recommandés en bibliographie ont été regroupés suivant des catégories ayant trait à leur nature ou au sujet traité
si ce dernier est particulièrement pertinent pour un des sujets du chapitre.

- Articles fondateurs : article de H. Nyquist dans [4] ;
- Manuels historiques : [31], [7], [6], [15], [27], [25] ;
- Manuels généraux : [30], [26], [11], [9], [13], [24], [28], [14], [18] ;
- Manuels modernes : [36], [1], [29], [21], [2], [34] ;
- Notions de stabilité : [35], [33], [8], [19], [23], [17], [12], [5], [11], [13], [28], [32], [21], [10], [16], [2], [34] ;
- Analyse transitoire : [3], [22], [20], [11] ;
- Notion de mode : [5], [13], [28], [2]
- Stabilité entrées-sorties : article de H. Nyquist dans [4], [33], [8], [32],
- Critère de Routh-Hurwitz : [11], [28], [21], [10], [2] ;
- Stabilité au sens de Lyapunov : [8], [12], [5], [20], [11], [13], [32], [2] ;
- Méthode de Lyapunov : [12], [5], [11], [32], [21], [2].
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