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Analyse temporelle des modeles LTI 2
[1 Objectif :
Analyse des caractéristiques (performances) dynamiques du systeme
[1 Méthode :
Analyse des réponses temporelles du systeme a des entrées types

Signaux d’entrée types

[ les signaux échelon (perturbations soudaines)

[ les signaux impulsionnels (chocs)

[ les signaux rampe (évolution linéaire)

[J les signaux accélération (évolution quadratique)

[1 Remarques 1 :

n!
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Analyse temporelle des modeles LTI 3

‘Régime libre - régime forcél

[1 Equation différentielle entrée-sortie :
any(n) (t) 4+ -+ agy(t) = bmu(m) (t) 4+ - - - + bou(t)
[] Conditions initiales :

U(0) = {y(0), §(0),-- .y~ (0)}

[1 Régime libre : 11 (t) est la réponse a une excitation nulle u1 () = 0 appliquée a
partir de I'état initial réel U1(0) = U(0)

[1 Régime forcé : ys(t) est la réponse a I'excitation réelle uo(t) = u(t) appliquée a
partir d’un état initial nul Uy(0) = {0,---,0}

y(t) = y1(t) + y2(t)
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Analyse temporelle des modeles LTI 4

Régime permanent - régime transitoire

[1 Equation différentielle entrée-sortie :

[1 La réponse en régime permanent : y3(t), solution particuliere de I'équation

différentielle complete
[1 La réponse en régime transitoire : y4(t), la solution générale de I'équation sans

second membre (équation homogene) les n constantes d’intégration étant
déterminées de telle sorte que la solution globale y(¢) satisfasse aux n conditions

Initiales

y(t) = ys(t) + ya(t)
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Réponse transitoire des modeles LT1 5

[1 Equation caractéristique :

app” +---+ap+ag=0

[1 Chaque racine réelle p; de multiplicité m; donne une réponse :

m;
yai(t) = ) At el
j=1

[0 Chaque paire complexe conjuguée (p;,p;) de multiplicité m; donne une réponse :

my

Yai(t) = Z Mit? et cos(wit) + pit? e sin(w;t)
71=1

ou o, = Re(p;) et w; = Im(p;)

Nota : chaque fonction w4, (?) définit un mode du systeme
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Analyse transitoire des modeles LTI 6

b 4t bo T — ) TI((p + az)® + %)
W)= - Tl —p) T + am)® + B2)

v Définition 1 : mode
La réponse transitoire y4(t) est constituée de la combinaison linéaire de fonctions du temps

élémentaires définies par la nature (réelle, complexe conjuguée) des racines de I'équation
caractéristique. Dans cette combinaison linéaire, chaque fonction élémentaire du temps est

appelée mode du systeme. Ainsi, les racines
- Chaque pble réel p; de multiplicité m; est un mode apériodique

Yai(t) = Z )\jtj_lepit , constante de temps 7, = 1/p;
j=1

- Chaque paire de pbles complexes conjugués (p;,p;) de multiplicité m; est un mode

oscillant

yai(t) = Z Mt? e cos(wit) 4+ pit! "t e sin(w;t) , pulsation w;
j=1
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Analyse des systemes LTI dans 'espace d’état 7

z(t) = Az(t) z(0) = xg

- A a n valeurs propres distinctes p1,--- ,py

n
r(t) = PeMP 1z = E ePitvwiag

1=1

/
N —1
ou | —[1)1 Vo - Un},l —{wl wo - wn]

- A a k valeurs propres distinctes :

r(t) = Pe/' P lgy= Z el M;(t)xo=

1=1

L0

k
Z TkejktUk

1=1

v Définition 2 : mode

Les différents termes des sommes sont appelés les modes du systéme
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Analyse transitoire des modeles L'TT : rapidité 8

Vv Définition 3 : rapidité

Le temps de disparition de la composante transitoire associée a un mode définit la
rapidité de ce mode

7, = —1/Re|p;]

>§p1
p2 -
] — Vi © 7 < Tmax
= o
Stabilité < Py
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Analyse transitoire des systemes LTI 9
Vv Définition 4 : facteur d’amortissement
Pour un mode oscillatoire, la convergence des oscillations est caractérisée par le paramétre
0 <& <1 appelé facteur d’amortissement

i T%pq

pour p; = —A\; + jwpi

p1,

mea
p2_ _1 Vi gz > gmzn — Cos(wmam)
™o
P1
ISAE-N6K
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Les systemes du premier ordre

10

[1 Equation différentielle et fonction de transfert :

Ty(t) +y(t) = Ku(t) H(p) = =

Nota : T est la constante de temps

o AN . Exemple : moteur a cc
u‘ C— ‘y O:\MHSLT% Hypothese : 7, << 7¢
(0 Y

w(p)  Km/fRy

Vi(p) (mp+1)

[1 La réponse transitoire :
ys(t) = e /T
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Exemple : systemes du premier ordre 11

[1 Réponse impulsionnelle :

[1 Réponse indicielle :

y(t) = ya(t) +ya(t) = Ae T+ K = K(1—e V") >0

[1 Réponse a une rampe :

U(p) =1/p°

y(t) =ya(t) +ys(t) =Xe VT + Kt — KT =Kt —T+Te /Ty t>0
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Exemple : systemes du premier ordre 12

y(t) vy(t)

% Réponse K
) bente —
Impulsionnelle K T
0.632K Réponse
' Indicielle
T » -
Réponse _

a une rampe

~Y
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Systemes du second ordre 13

[0 Equation différentielle :

[1 Fonction de transfert :

bo
azp? + ai1p + ag

H(p) =

K B Kw?
(L)2 g 41 PP 2wnptwn

H(p) =

L bO . .
- K = oo est le gain statique

- Wp = ,/Z—g est la pulsation propre non amortie

R — L est le coefficient (facteur) d'amortissement
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Exemples de systemes du second ordre 14

H(p) K Kw?
p — —
(L)2+2£i+1 P* o+ 2wnp + Wi

- Polynéme caractéristique :

p2 + 2§Wnp+w727, =0

- Discriminant :

A= (& = 1w,
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Réponse indicielle des systemes hyper-amortis 15

§>1 £=1
y(t) = K |1 = Do T = T e/ y() = K (1= (14 1/T)e /T
1——i——§w +wnyE?—1 ——i——fw = —w

ya(t) = Me” T 4 Noe T2 () = K ya(t) = (A +pt)e T ys(t) = K
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Réponse indicielle des systemes sous-amortis : £ <1 16

sin(wpt+1Y) —cotan w
y(t) = K [1 - tnlet) o cotnun]
yit) = K [1 e Swnt (cos(wpt)—l— 15 = sin(wpt)>]
1 . 5 Alm
p2 = —&wn £ jwny/1 —§
’y4(t) — e—t/T |:)\1€jwpt 4 )\2e—jwpt]
= Ae” 7 sin(wpt + 1) = cos™ " (§) %\
02 -
ys(t) = K > ‘ Re
1 1 «—O—JTP
T = — — —
Ewn O X
Wp = Wny/1 — &2
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Réponse indicielle des systemes sous-amortis : £ <1 17

ssssssssssss

..............

y(kT/2)—y(0)

o0 _ 2 —1/2
_[e_yﬂ(-co‘zan(w)]k f N (1 T ln2(D1)) /

—(—Dy)*

uss

D = e—wcotan(w) _ 6_\/@
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Spécifications transitoires des modeles du second ordre 18

- Dépassement maximal (overshoot) M,

Em
v(®) | | M, =e V1—-¢8% _ 5 % §=07
R 16 % £=0.5
+ t - Temps de montée (rise time) ¢,
td | | :
05 S ; m—1  m—cos (£ Lo 18
I T W w12 T we
- Temps d'établissement (settling time) 7
0<—Jtr ¢ | t> t o 1 1 \/172
= =P |t 3——&U—nn(6t3 —g)
s 3 3 Ly 46 _ 46
Spécifications de performance §wn O Ewn o
- temps de créte (peak time) t, = L
p
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Analyse transitoire des systemes LTI 19

KH(p—zi) " . l!_[(pz — 2)
H(p) = —=1 = - h(t) = a;e’t a;, =K ,,7;%
— P Di —
H(p -pi) = = H(pz' - pj)
i=1 i

- si d zi ~ p;, la contribution de p; sera faible
- si d pg ~ p;, leurs contributions seront prépondérantes

v Définition b : péles dominants

Les poles les plus proches de 'axe imaginaire seront appelés les pbles dominants
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Analyse transitoire des systemes LTI 20

Exemple : w, =1 :

H(p) = — of _ + 1 p (1) = 1 dhi(t)
P> +2p+1  p?+2p+1 afp?+26p+1 af dt
H;Ep) H;Ep)

- Padd + Pdom augmente le temps de montée si |paad| < 4|Re(pdom.)]
- z stable + pgom augmente le dépassement si |z444| < 4| Re(Pdom )]

- z instable + p4om diminue le dépassement mais provoque le phénomeéne de réponse inverse
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