N6K-ISAE/Premiére année

Représentation et analyse
des systemes linéaires

Petite classe No. 3

1 Compléments sur les formes canoniques compagnes

Toute matrice carrée réelle A € R"™™ peut étre transformée par une transformation de
similarité en une des quatre formes suivantes appelées formes compagnes du polyndome ca-
ractéristique :

On-nx1 1na X X X 1,1 Om-1x1 X (1)
X X 1,1 Op-1)x1 X Opm—1)x1 1,1 X

ou la ligne ou colonne [ X X } est construite avec les coefficients —ag, —aq, -+ ,—a,_1 du
polynéme caractéristique det(A1, — A) de la matrice A. Cette propriété est maintenant mise
en oeuvre sur les modeles d’état des systemes dynamiques LTT.

1.1 Formes compagnes de commandabilité

On considere une réalisation d’état LTI commandable donnée par :

#(t) = Ax(t) + Bu(t) 5
y(t) = Ca(t) + Du(t) (2)

ou A e R B e R"™" C e R, D eR™. On suppose que les matrices B et C' sont de
rang plein. La fonction de transfert associée a la représentation d’état (2) s’écrit :
byp" + -+ -+ by Qp1p" -+ ap

F(p)=C(pl— A)"'B+D = = b, + 3
(p) (p ) pr+ an—lpn_1 + -+ ag p"+ an—lpn_1 + - Fa ( )

La matrice de commandabilité associée a la réalisation d’état (2) est une matrice inversible
donnée par :

C:[B AB --- A"‘lB] (4)
Son inverse est notée par C~! = { : } oll ¢ € R™" est sa derniere ligne. Nous définissons une

premiere transformation de similarité caractérisée par sa matrice de passage P = P, *.

q
gA
P = : (5)

qAn—l



Cette transformation de similarité permet de passer de la réalisation d’état (2) a la forme
compagne de commande définie dans le cours par :

[0 1 o .- 0 [ 0]
Ac1:P1AP1_1: 0 BCl:PlB: .

| —ag - —a; o0 —anq | 1]
Ccl :Cpl_l — [ ag v 0 ot Qp_q } Dcl :bn

Une forme alternative de la forme (6) peut étre obtenue en choisissant une transformation de
similarité caractérisée par la matrice P = P, ' ot :

qAn—l
qAn—2
Py = : (7)
q
On obtient alors la forme compagne de commande :
B _an—l o .. —CLZ o .. —ao 7] B 1 7]
1 0 0 0
A, = P APy ' = 0o . e : B., = P,B =
. L 0 0 (8)
. 0 0 1 0 | | 0
C,,=CP;y = [ Qp—1 =+ Q; - Qp } D, =b,

Deux autres formes compagnes de commande peuvent étre construites en utilisant une trans-
formation de similarité adéquate. Pour P = C, on obtient la forme canonique compagne de
commande suivante.

[0 -~ - 0 —ay ] m 1
1 0 -~ 0 0
A, =P 'AP= | . . © _g B.,,=P'B=|:
: . .0 : : (9)
[0 -+ 0 1 —ayg | L 0]
Co, =CP=1[fBua -+ Bi - bo] Dey = by
ou C,, n’a aucune structure particuliere. Enfin, si 'on choisit la matrice de passage comme
pP= [ Aip ... AB B } , on obtient la derniere forme canonique compagne de commande :
[ —a,, 1 0 -+ 0] T 0
S | 0
A, =P1AP = —a; . .0 B.,=P'B=|":
z 1 (10)
| —ap O 0 | L1
Co=CP=1[8 -~ Bi -+ Bua] De, = by

ou C,, n’a également aucune structure particuliere.
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1.2 Formes compagnes d’observabilité

Dans le cas ou la réalisation d’état (6) est observable, des transformations identiques peuvent
également etre faites afin d’obtenir des formes compagnes d’observabilité particulieres. On
définit la matrice d’observabilité :

C
CA
0= . (11)

CAn—l

La n-ieme colonne de la matrice d’observabilité est notée ¢ € R™*!. En définissant la matrice
de passage P = [ q Aq Ar1g } on obtient la forme compagne d’observation :

0 -+ -+ 0 —ag »
1 R o
Ay =PTAP = | g : B, =P'B=
0 —a, 0o (12)
|0 0 1 —ay | On—1 ]
Co =10 0 1] Do, = by,

Nous retrouvons la forme compagne d’observation introduite en cours. Une forme équivalente

peut étre obtenue en inversant les colonnes de la matrice de passage P = [ Arlg Aq q }
pour obtenir la deuxieme forme compagne d’observation :
—a,—1 1 0 0 T,y ]
—Gp_o 0 : Qp_2
Ay, = P7LAP = : .. .. 0| Be,=P'B= :
—ay 1 (03] (1?))
| —ap 0 0 [ @0
002:[1 0 0} DO2:bn

Deux autres formes canoniques compagnes d’observation peuvent étre définies en considérant
la matrice de passage P = O~! pour obtenir :

[ 0 1 o .- 0 [ Gy ]
0 0 1 B_s (14)
L —@o —a; —Qp—1 | Bn1 |
Co, =CP=[1 0 0] D,y = b,
et la matrice de passage P définie par I'inversion des colonnes de @O~! pour obtenir :
[ —ap—1 o —ay —ag | [ Bn1 ]
1 0 0 :
Ay, = PAP = 0 : By, =P 'B=|
. 0 0 U L Bo
Co,=CP=10 0 1] Doy = by,



Les matrices B., et B., n'ont pas de structure particuliere.

2 Exercices

Exercice 1 :

Exercice 2 :

Donner la forme modale réelle ainsi que les formes compagnes de commande et
d’observation des réalisations d’état minimales associées aux fonctions de trans-
fert suivantes. Dans ces deux derniers cas, on donnera la matrice de passage de
la forme modale a chacune des formes compagnes.

__ p+3 o (p+25) 21
p2+3p+3 (p+25)(p—1) p?2+2p—1

P 1 I—p

P34+ 2p% —p pPP—p+1 p+1

On considere un systeme dynamique décrit par ses équations d’état :

y(t) = Cz(t)

ol _ - -
0 20 0

- A=| 1 20 B=|1| C=[10 1]
-1 0 1| 1]
[0 2 0] (1]

2— A= 1 20 B=|1| C=[10 1]
-1 1 1| | 0]
[—2 1 0 (1]

3— A= 0 -2 0 | B=|1| C=[10 0]
-1 -2 =3 1
[-1 1 0 ] [0 ]

4— A= 0 -1 1 | B=|1| C=[10 10]
0 0 -1 1]
11 0

5— A:[_2 _3} B:[l} C=[1 0]

Déterminer la matrice de changement de base permettant de passer a la forme
compagne de commande et d’observation quand c’est possible.



3 Solution des exercices

Exercice 1 :
On note respectivement (A,,, Bn, Cm, D), (Ae, Be, Ce, D.) et (A,, B,, Co, D,)
les formes modales, canoniques de commannde et d’observation. P, et P, sont
respectivement les matrices de passage de la forme modale a la forme compagne

de commande et d’observation.
1-

Am:[ L ﬁ/Q} Bm:[ ! } Cu=[1 0] Dp=0

—V3/2 15 V3
0 1 [0 ]

AC:__B _3} Bcz_l_ Cc=[3 1] D.=0
[0 -3 [ 3]

Aoz_l_g} Boz_l_ Co=[0 1] D,=0

P. = 3 1 P—l _ 3/ 2 \/g/ 2
LV V3L e 10
2- Il y a une simplification pole-zéro (-2.5) dans la fonction de transfert donc le

pole -2.5 est non commandable et/ou non observable. La réalisation minimale
d’état associée a cette fonction de transfert est d’ordre 1.

A=-1 B=1 C=1 D=0

3-
Ay = _1g\/§ _1E¢§] Bm:[jg} Co=[11] Dn=1
AC::;) _12 BC::?] Co=[-1 -1] D.=1
AO::(l) _12 Boz::H Co=[0 1] D,=1
P, = iﬁ :j PJ1={1_1\/§ 1+1\/§}

4- 11 y a une simplification pole-zéro (0) dans la fonction de transfert donc le
pole 0 est non commandable et/ou non observable. La réalisation minimale
d’état associée a cette fonction de transfert est d’ordre 2.

[-1-v2 0 | s B B

Am_[ 0 —1+\/§} B, = x Cpn=[11] Dn=0
[0 1] [0 ]

Ac=_1_2_ BC:_l_ Cc=[10] D.=0
0 1 1

A, = iy Boz_o_ Co=[0 1] D,=0




—1+v2 -1
¢ +ve 1 0 1 1
2V/2 2V2
5.
0.5 —3/2 0
pr— p— pr— ]_ p—
A, {ﬁm v ]Bm {_%g]cm (1 0] Dn=0
[0 1] [0
AC___ll BC__l_ Cc=[10] D.=0
[0 —1] 1
Ao__l ) Bo__o_ Co=[01] D,=0
[ 1 0 [ -12 =32
PC__\/§/3 —%}Po_{ 1 0
6-
A=—-1 B=2 C=1 D=-1
Exercice 2 :
1- Le polynome caractéristique est m,(p) = p* — 3p* + 2.
-2 2 0 4 -4 -2
P = 0 -1 1 Pl=1-4 2 =2
—4 -2 1 1 0 1
2- Le polynome caractéristique est m,(p) = p* — 3p? + 2.
0 -1 1 5 —4 =2
P=|1-1 0 1 Pl=1]-4 3 =2
1 0 0 1 0 1
3- Le polynome caractéritique est m,(p) = p® 4+ 7p? +16p + 12 et le systéme n’est
pas observable.
9 6 1
P = 6 5 1
-3 1 1

5- Le polynome caractéritique est m,(p) = p* 4+ 2p — 1 et le systéme n’est pas

observable.
B 1 0 4|31
=[5 ] =] 0]



Notes bibliographiques

La théorie de la réalisation est abordée dans le cadre des systémes linéaires variant dans le temps et invariants (cas temps
continu et temps discret) de maniere trés complete (existence et minimalité) dans le chapitre 5 de la référence [1]. [9] fournit
également quelques éléments sur ce sujet dans son chapitre 2, en lien avec la simulation analogique des systéemes dynamiques
linéaires temps invariant. Un traitement trés complet quoique plus ancien sur ce sujet peut étre aussi trouvé dans la référence [3]
alors que quelques éléments sont donnés dans la section 5 du chapitre 3 de [17]. La section 8.8 de [14] rappelle les faits essentiels
sur les formes canoniques compagnes. Les algorithmes de construction des réalisations canoniques compagnes sont rappelées au
chapitre 3 de [7]. Le chapitre 12 de [4] est consacré a la théorie de la réalisation.

Une liste plus complete d’ouvrages et d’articles de référence sont recommandés en bibliographie et ont été regroupés ci-dessous
suivant des catégories ayant trait & leur nature ou au sujet traité si ce dernier est particulierement pertinent pour un des sujets de
la petite classe 2.

- Articles fondateurs : [10], [11], [12], [18], [13];

- Manuels généraux : [15], [2], [6], [5], [16], [8];

- Manuels modernes : [7], [1];

- Formes canoniques compagnes : [?], [3], [17], [14], [9], [4], [2], [1];

- Théorie de la réalisation : [3], [17], [9], [4], [1].
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