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➥ Modèle dynamique :

v̇n(t) =

√
ρc

m

[
u(t)− v2n(t)

]
où vn = v/vmax et 0 ≤ u(t) ≤ 1

➥ Loi de commande proportionnelle : u(t) = k(vnr(t)− vn(t))

➥ Modèle d’état : x(t) = vn(t), e(t) = vnr(t) et α =

√
ρc

m

ẋ1(t) = −αkx1(t)− αx2
1(t) + αke(t)

Cours 4 - Représentation et analyse des systèmes ISAE-N6K
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Rejet de perturbation : ẋ1(t) = −αkx1(t)− αx2
1(t) + αke(t) + p(t)
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Analyse des systèmes bouclés : exemple (suite) 6

➥ Loi de commande intégrale :

u̇(t) = k(vnr(t)− vn(t))

u(t) = u(0) + k

∫ t

0

(vnr(s)− vn(s))ds

➥ Modèle d’état :

x(t) = [vn(t) u(t)]′ = [x1 x2]
′, e(t) = vnr(t) et α =

√
ρc

m

ẋ1(t) = −αx2
1(t) + αx2(t)

ẋ2(t) = −kx1(t) + ke(t)
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Rejet de perturbation : ẋ1(t) = −
√
ρc

m
x2
1(t) +

√
ρc

m
x2(t) + p(t)
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➥ Avantages :

♥ Amélioration de la précision en boucle fermée

♥ Robustesse du système bouclé / variations paramétriques

♥ Amélioration du rejet de perturbation

➥ Inconvénients :

♠ Stabilité de la boucle fermée

♠ Saturation des signaux de commande

♠ Bruits de mesure
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+

−
K(p) G(p)

yζr u Boucle fermée :

T (p) =
G(p)K(p)

1 +G(p)K(p)

➥ Equation caractéristique :

K(p) =
NK(p)

DK(p)
G(p) =

NG(p)

DG(p)

1 +K(p)G(p) = DG(p)DK(p) +NG(p)NK(p) = 0

➥ Critère de Nyquist :

Critère fréquentiel de stabilité fondé sur des résultats d’analyse complexe

(transformations conformes, théorème de Cauchy) et utilisant le tracé du lieu de

transfert en boucle ouverte dans le plan de Nyquist
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▼ Définition 1 : contour de Nyquist CN

ReRe0 0

ImIm

r = ∞r = ∞
Re0

Im

jρ

−jρ

θ

ρ

p = ρejθ avec ρ → 0

−π/2 ≤
	

θ≤ π/2
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▼ Définition 2 : lieu de Nyquist complet

Quand p = σ + jω parcourt CN , K(p)G(p) parcourt le lieu de Nyquist complet. Il est

constitué par :

- K(jω)G(jω), pour ω ≥ 0

- Le symétrique / l’axe ox : K(jω)G(jω), pour ω ≤ 0

- Une fermeture dans le cas d’une indentation du contour de Nyquist

❒ Théorème 1 :

Le système à contre-réaction est stable asymptotiquement ssi le lieu de Nyquist complet de

K(p)G(p) fait un nombre de tours comptabilisés dans le sens trigonométrique autour du

point critique (−1, 0) égal au nombre de pôles à partie réelle strictement positive de

K(p)G(p)
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✇ Procédure 1 :

1- Calculer la boucle ouverte. Identifier le nombre de pôles sur l’axe imaginaire et

tracer le contour de Nyquist correspondant CN
2- Tracer le lieu de Nyquist complet de la boucle ouverte

3- Compter le nombre de tours dans le sens trigonométrique autour du point critique

(−1, 0) : N

4- Compter le nombre de pôles instables de la boucle ouverte : P. Le nombre de

racines instables du polynôme caractéristique en boucle fermée Z obéit à la

relation :

Z = P −N
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G(p) =
K

p(1 + Tp)
T > 0 K > 0

0

Im

r = ∞

Re

- Fonction de transfert sinusöıdale :

G(jω) =
K

jω(Tjω + 1)

- Parties réelles et imaginaires :

Re[G] =
−KT

T 2ω2 + 1

Im[G] =
−K

ω(T 2ω2 + 1)

Cours 4 - Représentation et analyse des systèmes ISAE-N6K
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G(p) ∼ K

p
∼ K

ρ
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N = 0 P = 0

L’asservissement est donc stable asymptotiquement
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➥ Relations élémentaires :

y(p) = G(p)ν(p) ν(p) = b(p) + u(p)

u(p) = K(p)ζ(p) ζ(p) = r(p)− w(p)− y(p)

➥ Transferts en boucle fermée :

y(p) = (1 +G(p)K(p))−1

︸ ︷︷ ︸

S(p)

G(p)b(p) + (1 +G(p)K(p))−1G(p)K(p)
︸ ︷︷ ︸

T (p)

(r(p)− w(p))

▼ Définition 3 : sensibilité et sensibilité complémentaire

S(p) =
1

1 +G(p)K(p)
T (p) =

G(p)K(p)

1 +G(p)K(p)
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➥ Transferts en boucle fermée :

ǫ(p) = S(p)r(p)− S(p)G(p)b(p) + T (p)w(p)

u(p) = K(p)S(p)(r(p)− w(p))− T (p)b(p)

ν(p) = K(p)S(p)(r(p)− w(p)) + S(p)b(p)

➥ Les 4 fonctions de sensibilité :

S(p) , S(p)G(p) , T (p) , S(p)K(p)

Objectifs de commande :

- Un bon suivi du signal de référence : S(p) faible en amplitude

- Une bonne rejection des perturbations : S(p)G(p) faible

- Les bruits de mesure atténués : T (p) est faible sur la plage de fréquence concernée

- L’effort de commande faible : S(p)K(p) et T (p) faible

- La commande délivrée au système faible : S(p) et S(p)K(p) faibles
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Motivation par un exemple

G(p) =
10− p

p2(10 + p)
K(p) =

36 + 33p

10− p

➥ Fonctions de sensibilité :

S(p) =
p2(10 + p)

(p+ 3)2(p+ 4)
K(p)S(p) =

p2(36 + 33p)(10 + p)

(p+ 3)2(p+ 4)(10− p)

T (p) =
36 + 33p

(p+ 3)2(p+ 4)
G(p)S(p) =

10− p

(p+ 3)2(p+ 4)
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▼ Définition 4 :

La boucle à contre-réaction vérifie la pro-

priété de stabilité interne si les quatre

fonctions de transfert des entrées ν1, ν2

aux sorties u, ν sont stables asymptoti-

quement.

Hν1u(p) =
G(p)K(p)

1−G(p)K(p)
Hν1ν(p) =

G(p)

1−G(p)K(p)

Hν2u(p) =
K(p)

1−G(p)K(p)
Hν2ν(p) =

1

1−G(p)K(p)
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+

−
K(p) G(p)

yζr u

Théorème du faible gain

❒ Théorème 2 :

On suppose que G(p) et K(p) sont asymptotiquement stables. L’asservissement de

boucle ouverte K(p)G(p) est stable de manière interne si :

max
ω

|K(jω)G(jω)| < 1

✍ Remarques 1 :

Ce résultat est moins fort que le théorème de Nyquist puisque l’on suppose la stabilité

en boucle ouverte et que ce théorème ne constitue qu’une condition suffisante
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