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RÉSUMÉ. Plusieurs extensionsdesréseauxdePetri temporelsontétéproposéespour modéliser
la suspensionet la reprisedesactionsdansles systèmestempsréel. En utilisant uneclasse
simplederéseauxdePetri à chronomètres(SwTPN),nousmontronsd’abord quel’accessibilité
d’étatsdanstouscesmodèlesestindécidable, mêmepour desréseauxbornés.Nousproposons
alors un semi-algorithmede constructiond’une représentationexactedu comportementdes
SwTPN,basésur la méthodeconnuedesclassesd’états.Nousdiscutonsensuitedesméthodes
desurapproximationassurant l’arrêt dela constructionsurunesous-classedesSwTPNbornés
et proposonsunesurapproximationparamétrable baséesur unequantificationdespolyèdres
représentantlesdomainestemporelsdesclassesd’états.

ABSTRACT. Several extensionsof Time Petri netshavebeenproposedfor modelingsuspension
andresumptionof actionsin timedsystems.Usinga simpleclassof TPN extendedwith stop-
watches(SwTPN),wefirst provethatstatereachability in all thesemodelsis undecidable, even
whenbounded.A semi-algorithmis thenproposedfor building exactrepresentationsof thebe-
havior of SwTPN,basedon theknownstateclassmethodfor TimePetri nets.Next, wediscuss
overapproximationmethodsensuringterminationof theconstructionona subclassof bounded
SwTPN,andproposea parameterizableoverapproximationbasedona quantizationof thepoly-
hedra representingtemporal information.

MOTS-CLÉS: réseauxde Petri temporels, chronomètres,classesd’états,accessibilité,décidabi-
lité, approximation,vérificationet modélisationdessystèmestempsréel.
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1. Intr oduction

Modélisercertainssystèmestempsréelnécessited’exprimerla suspensionet la re-
prised’actions.Pourrépondreà cesbesoins,plusieursmodèlesbaséssurla notionde
chronomètre(stopwatch)ontétéproposés.Parmi lesextensionsdesautomatestempo-
risés(TA), lesautomatesà chronomètres(SWA) sontdéfiniscommeunesous-classe
desautomateshybrideslinéaires(LHA) pour laquelleles dérivéesdesvariablespar
rapportau tempsne peuventprendrequedeuxvaleursexprimantla progression(1)
ou la suspension(0). Le problèmedel’accessibilitéestéquivalentpourlesSWA et les
LHA (Cassezet al., 2000)et il a étédémontréindécidablepourlesLHA (Alur et al.,
1995).Aucunesous-classedécidabledesSWA préservantdescapacitéssuffisantesde
modélisationn’ayantété identifiée,obteniruneabstractionfinie de l’espaced’états
se fait par l’utilisation de surapproximationsqui caractérisentun ensembled’états
incluantl’espaceexactmaispouvantêtreplusimportant.Cessurapproximationsfour-
nissentdesconditionssuffisantespourlespropriétésdesûreté.

LesréseauxdePetriTemporels(TPN) (Merlin, 1974)constituentunautremodèle
largementrépandupourlessystèmestempsréel.LesTPNétendentlesréseauxdePe-
tri pardesintervallestemporelsassociésauxtransitions.Desabstractionsdel’espace
d’étatsdesTPN préservant diversesclassesde propriétéspeuvent êtrecalculéesen
termesdeclassesd’états(Berthomieuet al., 1983)(Berthomieuetal., 1991)(Bertho-
mieuet al., 2003).Cesclassesreprésententdesensemblesd’étatsparun marquageet
unpolyèdrecapturantl’information temporelle.L’accessibilitéd’étatsestindécidable
pourlesTPN,maisestdécidablepourlesTPNbornés(suffisantsenpratique).

PlusieursextensionsdesTPN ontétéproposéespourpermettred’exprimerla sus-
pensionet de la reprised’actions: lesScheduling-TPN(Rouxet al., 2002)(Lime et
al., 2003),lesPreemptive-TPN(Buccietal., 2004)et lesTPNàhyperarcsinhibiteurs
(IHTPN) (Rouxetal., 2004).Lesdeuxpremiersajoutentressourcesetprioritésaumo-
dèleTPN, les IHTPN introduisentdesarcsinhibiteursqui contrôlentla progression
destransitions.L’accessibilitéd’étatsdanstouscesmodèlesestindécidable,maisle
problèmeresteouvertpourdesréseauxbornés(d’un grandintérêtpratique).

Pourtoutescesextensions,dessemi-algorithmescalculantuneabstractiondel’es-
paced’étatsen termesde classesd’étatssont disponibles.Commepour les SWA,
aucunesousclassedécidablesuffisammentexpressiven’a étéidentifiée.Uneméthode
desurapproximationaétéproposée,consistantàapproximerlespolyèdresdesclasses
parle pluspetit représentableparunematricededifférences(DBM) le contenant.La
méthodeestefficace,maislessurapproximationsobtenuessontsouventgrossières.

Danscet article, nousintroduisonsun modèlesimple de TPN à chronomètres,
les SwTPN,que l’on peut voir commeunesimplificationdesIHTPN. Les SwTPN
étendentles TPN avec desarcs activateurs qui contrôlentla progressiondestransi-
tions.Nousdémontronsensuitequele problèmedel’accessibilitéd’étatspourcesré-
seauxestindécidable,mêmelorsqueceux-cisontbornés.Il s’ensuitquebeaucoupde
propriétésintéressantesde cesréseauxsont indécidables,et quecesproblèmessont
égalementindécidablespour toutesles extensionsdesTPN mentionnéesci-dessus.
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Classiquement,la preuveréduitle problèmedel’accessibilitéd’étatsdesSwTPNbor-
nésà celui del’arrêt d’unemachineàdeuxcompteurs.

Lesalgorithmesdecalculdesgraphesdeclassesd’étatspour lesTPN s’adaptent
facilementaux SwTPN.Ils conduisentà desabstractionsexactesde l’espaced’état,
mais,par le résultatd’indécidabilitéci-dessus,le caractèrebornédu SwTPNn’im-
plique pasle caractèrefini desgraphesde classes.Pour celà,nousproposonsune
nouvelle méthodede surapproximation,baséesur une quantificationdespolyèdres
représentantl’information temporelledansles classes.En ajustantun paramètre,le
comportementexactdu SwTPNpeutêtreapprochéaussiétroitementquesouhaité.

L’article estorganisécommesuit : la section2 présentelesréseauxdePetriàchro-
nomètreset le semi-algorithmede calcul du graphedesclassesd’états.Un exemple
estprésentéen section3. L’indécidabilitéde l’accessibilitéd’étatspour cesréseaux
estétabliedansla section4. La section5 présentela méthodede quantificationdes
polyèdrespourle calculdesurapproximationsdel’espaced’étatsdesSwTPNbornés,
et discutequelquesrésultatsobtenusà partir d’uneimplémentationexpérimentale.

2. RéseauxdePetri à chronomètre

2.1. SwTPN,états,graphesd’états

Soit
�
	

l’ensemblenonvide desintervallesréelsavecbornesrationnellesnonné-
gatives.Pour �� �
	 , ��� représentesaborneinférieure,et ��� sabornesupérieure(si
elleexiste)ou � . Pourtout ����� 	 , ��� . � représentel’intervalle ��������� �����! "��#$�&% .
Définition 1 Un RéseaudePetri temporelàchronomètres(SwTPN) estun n-uplet')(+*!,�*.-0/21�*.-�3�4657*98;:<*.=?>@*.A
BDC

, tel que
')(+*.,E*.-0/21�*.-F3�4657*.=?>@*.A
BDC

est un réseaude
Petri temporel et

8;:HGI,KJL(NMPO
estunefonctionappeléefonctiond’activation.

t1

[1,1]Q p3

t4R [1,1]Q

t3S
[0,1]Q

p0

t2

[1,1]Q
p2

Figure1. Un SwTPN

Les réseauxde Petri temporelsétendentles réseauxde Petri par
A
BTGU,VM �D	

,
appeléefonction Intervalle Statique. La fonction

8;:
associeun entier à chaqueW)X9*)Y[Z � ,\JL( . Lesvaleurssupérieuresà ] sontreprésentéespardesarcsparticuliers
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appelésarcs activateurs, orientépar un "diamant".La figure 1 montreun SwTPN.
L’arc dela place

Y � versla transition
X_^

estun arcactivateurdepoids ` .
Unetransition

X
estsensibiliséeparle marquage

=
ssi
= # -0/21�WaX!Z . De plus,une

transitionsensibiliséepar
=

estactivessi
= # 8[:<WaX!Z , sinonelle estdite suspendue.

Lesétatset leur relationdetransitiontemporiséesontdéfiniscommesuit :

Définition 2 Un étatd’un SwTPNestuncouplebFc Wd=e*.A&Z
tel que

=
estunmarquage

et
A

(Intervalle) estunefonctionqui associeun intervalletemporel dans
�D	

à chaque

transitionsensibiliséepar
=

. Nousnoterons
Wd=e*.A&Z0fdgih� MjW)=Lka*.AlkmZ

ssi ����� 	 et :

1)
= # -0/21nW)X!Z  = # 8;:oWaX!Z  p��#q� A�W)X!Z  Wmr;s � ,ZtW)= # -0/21[WusvZ  = # 8[:<WusvZUw �yxq� A�WusvZzZ

2)
= k c = � -0/21nW)X!Z;{|-�3�4
5lW)X!Z

3)
Wmr;s � ,0ZtWd=�k # -0/}1nWusvZ�wA k Was�Z c si

sF~c X  = � -0/21�WaX!Z # -0/21nWas�Z
alors si

= # 8;:<WasvZ alors
A�Was�Z � . � sinon

A�WasvZ
sinon

A
B2Was�Z

Nousavons b fdgih� M b k si le tir de
X

à partir de b à la date(relative) � conduità b k .
(1) assureque

X
tire danssonintervalle temporelàmoinsqu’ellenesoitdésensibilisée

parle tir d’uneautretransition,et qu’elle estactive.(2) estla règledetransformation
demarquageclassique.(3) signifiequelestransitionsnouvellementsensibiliséessont
associéesàleursintervallesdetir statiquesalorsquelestransitionspersistantes(celles
restantsensibiliséeslorsdutir) ont leur intervalleinchangési ellesétaientsuspendues,
oudécaléde � et tronquéàzérosi ellesétaientactives.Lestransitionsqui restentsen-
sibiliséeslorsdeleurpropretir sontconsidéréescommenouvellementsensibilisées.

Le graphed’états d’un SwTPN est l’ensembledesétatsaccessiblesdepuisson
état initial

W)= > *.A > Z
. Une exécution, ou échéancier, est uneséquencede transitions

successivementtirables,chacuneassociéeà sadate(relative)detir.

2.2. Classesd’étatsd’un SwTPN

Commepour lesTPN, le nombred’étatsd’un SwTPNestpotentiellementinfini.
Lesconstructionsdegraphesdesclassesd’étatspourlesTPN,fournissantdesabstrac-
tionsdeleurespacesd’états,sontaisémentadaptablesauxSwTPN.Nousadaptonsici
la constructionde(Berthomieuet al., 1983),qui préserve lespropriétés� , � .

Une classed’étatsest définie par un couple
W)=T*z�?Z

, où
=

est un marquageet�
un domainede tir décrit par un systèmed’inéquations�F� x�� . La variable ���

représentela dateà laquellela ���+� transitionsensibiliséepar
=

peutêtretirée.NotonsWd=e*.� c<���� x�� % ZU�c Wd=�ka*z��k c<�}� k � x�� k % Z quand
= c =Lk , et

�
et
��k

ontmêmes
ensemblesdesolutions.Le graphedesclassesd’étatsd’un SwTPNestconstruitdela
manièresuivante:



RéseauxdePetritemporelsàchronomètres 227

Algorithme 1 (Calcul desclassesd’états)
Pour toute séquencede tir � , un couple ��� peut être calculé commeindiqué ci-
dessous.L’ensembledesclassesd’étatsest le plus petit ensemble� incluant ��� et
tel que, lorsque���?�<� et �n� X esttirable, alorssoit ���I� f ��� , soit ���2� f estéquivalent
par

�c à uncouplede � . Il y a un arc étiqueté
X

entre lesclasses��� et � ssi � �c ���2� f .
– Le coupleinitial est �+��c W)= > * �}��� X B W)X!Z x�� f x���� X B W)X!Z � -0/}1[WaX!Z x = > % Z
– Si � esttirableet � � c W)=T*z� cK�}�F� x�� % Z , alors �n� X esttirablessi:

(i)
= # -0/21�WaX!Z  = # 8[:<WaX!Z (

X
estsensibiliséeet activepar

=
)

(ii) L’ensembledessolutionsdu système�N� �}� f x�� � �D� ~c X  = # -0/21[W � Z  = # 8[:<W � Z %7% n’estpasvide

– Si �n� X esttirable, alors � �2� f c Wd=�ku*.��k�Z estcalculéà partir de � � c W)=T*z�?Z par :=�k c = � -0/21[WaX!Z;{�-F3�465@WaX!Z��k
obtenupar :

1) Lescontraintesdetir pour
X

dans(ii) (ci-dessus)sontajoutéesà
�

.

2) Pour toute
s

sensibiliséepar
=Lk

, unevariable � k � estintroduite, telleque:

� k � c�� � ��� f si
so~c X , = � -0/21�WaX!Z # -0/21nWas�Z , et

= # 8;:<Was�Z
� k � c�� � si

so~c X , = � -0/21[W)X!Z # -0/}1nWusvZ , et   Wd= # 8;:<WasvZ.Z
� k � � A
B2Was�Z sinon

3) Lesvariables � sontéliminées.

PourlesTPN(sanschronomètre),l’ensembledessystèmes
�

quel’on peutobtenir
parl’algorithme1 estfini (Berthomieuet al., 1983).Ainsi, lesTPN bornésadmettent
desgraphesde classesd’étatsfinis. De plus, les systèmes

�
sont dessystèmesde

différences,pourlesquelsdesformescanoniquespeuventêtrecalculéesefficacement.

Malheureusement,cespropriétésnesontplusvraiesenprésencedechronomètres.
Considéronscommeexemplele réseaude la figure1.Par desimplesargumentstem-
porels, on peut montrer que ce réseauest borné. Pour ce réseau,les séquencesX � � X � � W)X � � X � � X � Z�¡ � X � � X ^ , pour tout ¢£� O

, sont tirablesà partir de l’état initial, et
conduisentpar l’algorithme1 à un ensembleinfini de classes,toutesayantle même
marquage.Le tir de � ¡ conduità la classesuivante:

marquage =
Y�>iY �

domainedetir = �2� f�¤ c¥` * ]�x$� fd¦ * � fd¦ x�� fa§ x W ¢ { ` Z!¨©W ¢ {|ªlZ %
Lorsquel’algorithme1 termine,il produituneabstractionfinie del’espaced’états

qui préserve les marquageset les propriétés� , � du réseau.Les graphesde classes
d’états"fortes" et "atomiques"introduitsdans(Berthomieuet al., 2003)pourraient
aussiêtrefacilementadaptésauxSwTPN; le premierpréservelesétatset lesproprié-
tés � , � , et le secondpréserve lesétatset lespropriétés� , � .
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3. Un exemplesimple

Nousdécrivonsdanscettesectionquelquesexpériencesfaitesavecuneimplémen-
tationde l’algorithme1 pour lesSwTPNintégréedansuneextensionde l’outil Tina
(Berthomieuet al., 2004b).Pour les opérationssur les polyèdres,l’implémentation
reposesurla bibliothèque«<¬� (¯®2°as©± (Jeannet,2002).

Nombrede SwTPN modélisantdesproblèmesclassiquesadmettentpar l’algo-
rithme1 desgraphesdeclassesfinis. Commeillustration,considéronsl’exemplepro-
posédans(Buccietal., 2004).Cetexemplemodélisetroistâchesindépendantes: deux
tâchespériodiques(depériode50et150unitésdetemps)etunetâchesporadiqueavec
un intervalleminimumd’interarrivéede100.La tâche1 (depériode50)aunepriorité
supérieureàcelledes2 autrestâcheset la tâchesporadiqueauneprioritésupérieureà
celledela troisième.TraduitenSwTPN,cetexempleestmontréfigure2 (ennoir).

obs1²

obs2²

tok³ [0,0]´ falseµ
tfalse

]96,ω[´

empty¶
[0,0]´

 [150,150]´

  [20,28]´

p11· p21¸
p31¹

p12 p22
p13

p23¸

t11 [50,50]´ t21 [100,ω[º t31¹ [150,150]´

t12 [0,0]´ t22¸ [0,0]´

t32¹ [20,28]´t13 [10,20]´ t23 [18,28]´
Figure2. Deuxtâchespériodiques,unesporadique, et observateur

Lespropriétéstypiquementintéressantespourcetyped’applicationsontl’ordon-
nancabilité,etdespropriétésquantitativestellesquelepiretempsderéponse(WCRT).

L’ordonnancabilitéest satisfaite si le réseauest sauf. L’espaced’états surap-
proximéparDBM de(Rouxetal., 2002,Buccietal., 2004)produitungraphede608
classes,toutesavecunmarquagesauf.Pourvérifier l’existencedecertaineexécutions,
(Buccietal., 2004)proposedecalculerparla programmationlinéaireleséchéanciers
réalisablesàpartirdela séquencenontemporiséefournieparlasurapproximation.Des
méthodesspécifiquessontproposéespourla vérificationdepropriétésquantitatives.

Pourcetexemplel’algorithme1 construitun graphede323classeset 477transi-
tions.Touslesmarquagessontsaufscequi impliquel’ordonnancabilité.Lespropriétés
quantitativespeuventêtrevérifiéesparl’utilisation d’observateurs.La figure2 montre
unobservateurnon-intrusif(engris)pourla propriété: "La tâche3 esttoujoursexécu-
téeenmoinsde96unitésdetemps".La propriétéestsatisfaitesi la place»½¼&¾©¿7À n’est
jamaismarquée.Le calculexactdel’espaced’étatsconfirmequela propriétéestvraie
et qu’elle devient faussesi l’intervalle de tir de »½¼&¾©¿7À inclut Á7Â . Le WCRT de cette
tâcheestdoncde96 unitésdetemps.
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En raisonnantuniquementavecla surapproximationparDBM, nousobtiendrions
un WCRT de144unitésdetemps.Enfin si le tempsd’exécutiondela tâches3 ( Ã©Ä½Å )
estaugmentéà [20,35],alorsle graphedesclassesobtenuavec la surapproximation
DBM devient nonbornéalorsquele calculexact restefini. Danscecas,la méthode
de(Bucciet al., 2004)nepeutpasêtreappliquée.

4. Décidabilité desSwTPN

Lesproblèmesdel’accessibilitéd’un marquageoud’un état,et le caractèreborné,
sontindécidablespourlesTPN(Jonesetal., 1977).Il s’ensuitquecesproblèmessont
égalementindécidablespour les SwTPN.Toutefois,cesproblèmessont décidables
pourlesTPNbornés.L’accessibilitéd’un marquagepeutalorsêtredécidéeenutilisant
le graphedesclassesd’étatsde(Berthomieuet al., 1983),et l’accessibilitéd’un état
ainsiquela vivacitésontdécidéespar lesconstructionsde(Berthomieuet al., 2003).
La questionposéedanscettesectionestdesavoir si cesproblèmessontdécidablesou
nonpourlesSwTPNbornés.

La réponseestmalheureusementnégative. Il estprouvédansla suitequele pro-
blème de l’accessibilitépour les SwTPN peut être réduit à celui de l’arrêt d’une
machineà deuxcompteurs.Aprèsquelquesrappelssur cesmachines,un codageen
SwTPNestproposé,et le résultatd’indecidabilitéenestdéduit.L’encodageutiliséest
apparentéeàceluiutilisédans(Henzingeretal., 1995)pourdémontrerl’indécidabilité
de l’accessibilitépourunesous-classed’automateshybrides,maisil estévidemment
trèsdifférent,lesSwTPNnemanipulantpasd’horlogesexplicitement.

4.1. Machine à deuxcompteurs

Unemachineà deuxcompteursestunn-uplet ÆÇc 'uÈ�*.É > *.É}Ê�*aËÌ* � � * � � C tel que:

–
È

estunensemblefini d’états,

–
É > � È estl’état initial,

–
É}Ê � È estl’état final ou l’état d’arrêt,

– � � et � � sontdescompteurs,chacuncontenantunentiernaturel,initialement] ,
–
Ë

estunensemblefini d’instructionsavecla formeetlesenssuivants( �l��@` *9ª % ) :

-
WÍYi*.Î ¬}�D� *zÉ7Z : dansl’état

Y
, décrémenter��� et allerdansl’état

É
,

-
WÍYi* �_¢;�D� *.É7Z : dansl’état

Y
, incrémenter��� et allerdansl’état

É
,

-
WÍYi*.X ¬2b X � *zÉ½*!Ï7Z : dansl’état

Y
, allerdansl’état

É
si ����c�] , sinonalleren

Ï
.

Uneconfiguration de Æ estun triplet
W)É½* � � * � � Z , où

É � È , et � � * � � � O sont
lesvaleursdescompteurs� � et � � . La configurationinitiale est � > c W)É > * ] * ] Z .

Le problèmedel’arrêt d’unemachineà deuxcompteursestindécidable(Minsky,
1961).



230 RS- JESA– 39/2005.MSR’05

4.2. Encodaged’une machine à deuxcompteursen SwTPN

4.2.1. Principesd’encodageetnotations

Pourdeuxévénementsdonnés¬ � et ¬ � , demêmepériodeÐ , la différencedephase
entre¬ � et ¬ � estle tempsécouléentreuneoccurrencede ¬ � etl’occurrencesuivantede¬ � . Unevaleur

s
ducompteur� � ( ���o�l` *9ª % ) seraencodéeparunedifférencedephase

de Ð ¨Iª
� 	 �

entreun événement�9� � °a® � s , associéaucompteur� � , et un événementde
référence

X ��� s (c.-à-d.lesphasesÐ ¨Iª©* Ð ¨}Ñ�* Ð ¨2Ò©* �
�6� encodentlesvaleurs] * ` *zª©* �
�6� ).
De telsencodages,d’un espacediscretinfini dansun espacedenseborné,sontaussi
utilisésdans(Čer̄ans,1992)et (Henzingeret al., 1995).

Observéà l’instant où une certaineplace
Y

devient marquée,la différencede
phaseentre �9� � °a® � s et

X ��� s seranotée �vÓ� . Les réseauxencodantles instructionssont
construitsà partir de cinq blocs élémentairesdécritsdansla suite. La plupart des
preuvessontomises,maisbeaucoupparaphrasentsimplementle comportementdes
blocset sonttrèsfacilementobtenues.Lespreuvespeuventêtretrouvéesdansle rap-
port technique(Berthomieuet al., 2004a).

4.2.2. Événementsdebaseetbloc d’initialisation

Lesévénementsdebasequenousutilisonssontdoncdestirs périodiquesdetransi-
tions,avecla périodeÐ . Nousenavonsunepourchaquecompteur, `@� � °a® � s et

ª � � °)® � s ,
et unepour l’événementderéférence

X ��� s . La période
Ò

decestirs de transitionsest
découpéeen ` {ÕÔ afindecréerdespointsdesynchronisationexplicites.Nousutilise-
ronsparailleursdeuxautresévénements,Ö©� � °)® � s et ×½Ø�¬2b}b defaçontemporaire,pour
l’instruction d’incrémentation.

Lesmotifscorrespondants(appelésregistres)sontdonnésfigure3(a).La transition
init initialise lesphasesdesdeuxcompteursà

Ñ
(cequi encodeunevaleurdecomptage

de ] ). Les places�_¢ et
® Ø X (en gris) ne font paspartiedu bloc, elles matérialisent

simplementle contexted’utilisation.

4.2.3. Instructiondetestduzéro

Cebloc,figure3(b), testesi la phased’un registre � estégaleà la phaseinitiale
Ñ
.

Commeprécédemment,les noeudset arcsengris représententle contexte. Un jeton
dansla place�_¢ estpropagésoità la place

® Ø X�Ù (si � � ¡� c Ñ ) soità
® Ø X ¢ Ù (si � � ¡� x ª ).

Aucunarcactivateurn’estnécessaire.

4.2.4. Doublementdephase

Cebloc,figure3(c),doublela phasede �9� � °)® � s , ensupposantqu’elleestinférieure
à
Ñ
. L’arc de la place

Î � YvÑ vers �9� ± estun arc activateur. Supposonsqu’un jeton est
présentdansla place �u¢ , et � � ¡� c s , avec ]�Ú s x ª . Alors, le jetonestpropagéà la
place

® Ø X , et �nÛ!Ü f� c ªEÝ+s . Commeschémadepreuve,supposonsque
Îl® Øn� ° ¬ tire à la

date
X
, alorsla transition �9� ± devient sensibiliséeà la date

X"{ ` , suspendueà la date
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Figure3. Registresetblocd’initialisation (a), instructiondetestà zero (b), etblocde
doublement(c)
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Figure4. Blocdesélection(a), bloc decomparaisonetaffectation(b), instructionde
décrémentation(c), et instructiond’incrémentation(d)
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Xi{�s�{ ` , et redémarréeà
Xi{ Á . Alors, �9� � °)® � s tireradenouveauà

Xi{ ` Ô � s , et leX �_� s suivantà
X[{qs¯{ ` Ô , établissant��Û.Ü f� c ªEÝ+s .

4.2.5. Blocdesélection

Cebloc, figure4(a), initialise lesévénements×lØn¬2b}b et Ö©� � °)® � s , leur donnantune
phasedansl’intervalle

� ] * � � ¡��� .
4.2.6. Comparaisonet affectation

Ce bloc, figure 4(b), compareles phasesde Öv� � °)® � s et �9� � °)® � s . Un jeton dansla
place �_¢ sepropagesoit dans

® Ø X (si Ö©� � °)® � s et �9� � °a® � s sontenphase),établissantau
passagela phasede �9� � °)® � s àcellede ×½Øn¬}b}b , soitdansla place

Ï ¬ X_Ï�� pourdesphases
quelconquesde Öv� � °)® � s et �9� � °)® � s (doncde manièrenon déterministesi Ö©� � °)® � s et�z� � °a® � s sontenphase).

4.2.7. Instructiondedécrémentation

L’instruction de décrémentation,figure 4(c), est implémentéepar une copie du
bloc de doublementprécédéed’une copiedu bloc de test.Le bloc de testempêche
le doublementd’unephaseplusgrandeque

ª
(doncla décrémentationd’un compteur

nul).

4.2.8. Instructiond’incrémentation

Pourincrémenterle compteur��� , il fautdiviserla phasede �9� � °)® � s pardeux.L’ins-
tructiond’incrémentationestorganiséeen trois blocs,commereprésentéfigure4(d).
Unephaseestd’abordchoisiepour lescompteurstemporaires� � et ×lØn¬2b}b grâceau
motif de sélection.La phasede � � estensuitedoubléeen utilisant le motif de dou-
blement,et comparéeà la phasedu compteur� � enutilisant le motif decomparaison
et affectation.Si les deuxvaleurssontégales,celasignifie que ×lØn¬2b}b a la phasede��� diviséepar

ª
et nouspouvonsdoncaffecterla valeurde ×lØn¬2b}b à ��� . Dansle cas

contraire,le processuspeutreprendreet un autrechoix initial êtrefait.

4.2.9. Encodagedela machineà 2 compteurs

Le SwTPN � encodantla machineÆ estconstruitcommesuit :

– Si Æ a ¢ { ` états
É
>7*.É � * �
�
� *.É ¡ , alorscréer � avec ¢ {\ª placesnomméesb X�±lÏ2X9*)Y�>7*aY � * �
�6� *)Y ¡ . La place b X�±lÏ}X estla seuleplacemarquée.

–
É
>

étant l’état initial de la machine,ajouterà � les registreset le bloc
A ¢[� X

connectéauxplacesb X�±lÏ2X (enentrée)et
Yv>

(ensortie).

– Pourchaqueinstruction
W)É��&*.Î ¬�� � *.É��zZ (resp.

W)É��&* �_¢;� � *zÉ��tZ ) ajouterà � unecopie
du bloc

� ¬}� � (resp.
A ¢;� � ), connectéeauxplaces

Y��
(enentrée)et

Y��
(ensortie).

– Pourchaqueinstruction
WaÉ��½*zX ¬2b X � *.É��D*zÉ��tZ , ajouterà � unecopiedu bloc

, ¬}b X � ,
connectéeauxplaces

Y��
(enentrée),

Y��
(commesortie

® Ø X�Ù ), and
Y��

(sortie
® Ø X ¢ Ù ).
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4.3. Résultatsd’indecidabilité

Soit � , avec b > pourétatinitial, le SwTPNencodantla machineàdeuxcompteursÆ , obtenucommeindiquéci-dessus.Pourtouteconfiguration�Ìc W)É � * � � * � � Z de Æ ,
et toutétat bFc Wd=e*.A&Z

de � , nousécrirons� �c b ssi:
–
=

marque
Y � , `@� � °a® � s , ª � � °)® � s , et

, ��� s ,
– Pour

X �T�@`@� � °)® � sn*9ª � � °)® � sn*.X ��� s % , A�W)X!Z estun point,avec:A�W)X ��� svZ � A�W `@� � °a® � svZ c¥` ¨Iª�� § 	 � et
A�W)X ��� s�Z � A�Waª � � °a® � svZ c¥` ¨7ª��� 	 �

Théorème1 Une configuration � estaccessibleà partir de � > dansla machine Æ
(noté � >qM � ) ssi un état b est accessibleà partir de b > dansle réseau� (notéb >FM b ) tel que b �c � . C’està dire :
(i)

Wmr � ZtW � >FM � wjW"! b ZDW b >M b� Lb �c � Z!Z
(ii)

W�r � ZDWmr b ZDW b >FM b� �b �c � w � >FM � Z
Preuve1 Inductionsur lesinstructionsde Æ , enutilisant lespropriétésdesblocs.

Théorème2 L’accessibilitéd’état est indécidablepour les TPN à chronomètres,
mêmebornés.

Preuve2 Le réseau� estclairementborné,il estmêmesauf(1-borné).D’après le
théorème1, uneconfiguration � comprenantl’état final

É}Ê
estaccessibledans Æ ,

(c.-à-d. Æ s’arrête),ssiun état b �c � estaccessibledans� .

Commecorollaires,nousavonsquel’accessibilitéd’un marquage,le caractèrek-
borné,et la vivacité,sontindécidablespourlesSwTPNbornés.Concernantlesautres
extensionsdesTPN modélisantla préemption,le bloc de doublementproposépeut
facilementêtre adaptépour cesmodèles(Preemptive-TPN,IHTPN et Scheduling-
TPN). Le théorème2 se généralisedonc à toutescesextensions,ce qui résoutun
problèmeouvert.

5. Espaced’états approximé

Le théorème2 met définitivementfin à tout espoird’un algorithmede calcul de
l’espaced’étatsabstraitpour tout SwTPN borné.En général,on se contenterade
calculerdessurapproximationsde cesespaces,capturanttous les étatsaccessibles,
maiséventuellementplus.Detellessurapproximationsfournissentdesconditionssuf-
fisantespourlespropriétésdesûreté.

Des surapproximationspour les Preemptive-TPN,Scheduling-TPNand IHTPN
ontétéproposéesdans(Buccietal., 2004),(Lime etal., 2003),et (Rouxetal., 2004),
approximantlesdomainestemporelsdesclassesd’étatsparla pluspetiteDBM enve-
loppante.La méthodeestefficace,mais les approximationssontsouvent trop gros-
sières. D’autre part, les approximationsproposéespour les automateshybridesli-
néaires(Alur et al., 1995)sontinutilementrichespournosobjectifs.
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Nousproposonsici uneautretechnique,baséesurunequantificationdespolyèdres
capturésparlesclassesd’états,selonunediscrétisationdel’espace,lespolyèdresétant
toujourscalculésenconsidérantuntempsdense.La techniqueproduitdesapproxima-
tionsplusprécisesquelestechniquesprécédentes,et avecuneprécisionajustable.

Rappelonsd’abord le théorèmede Motzkin sur la décompositiondespolyèdres
(voir parex. (Schrijver, 1986)): toutpolyèdre

(
peutêtredécomposédefaçonunique

enun polytope(un polyèdreborné,obtenupar la combinaisonconvexedessommets
extrémauxde

(
, ennombrefini) et un cônepolyèdral.Dansnotrecas,puisquetous

lespolyèdressesituentdansle quadrantnonnégatif,lescônessontdescônespointés
(produitspardescombinaisonslinéairespositivesdesrayonsextrémauxde

(
).

La méthodeutiliseradeuxpropriétésdespolyèdresobtenusparl’algorithme1 :

Théorème3 Pour toutSwTPN� :

(i) Il existeunentier � tel quetouteslescoordonnéesdetouslessommetsextrémaux
despolyèdrescalculéspar l’algorithme1 pour � sontpluspetitesque � ;

(ii) Tous les rayonsextrémaux,de tous les polyèdrescalculéspar l’algorithme 1
pour � , appartiennentà la basecanoniquede # ¡ .
Preuve3 Par induction.(i) et (ii) sontvérifiéspour la classed’état initiale et sont
préservéespar desdérivationsdeclassesdel’algorithme 1. Pour (i), � estn’importe
quel nombre entier plus grandquela plus grandedesbornesapparaissantdansles
intervallesstatiquesdestransitions.Tout sommetextrémalestunebornefinie d’un
intervalle de tir, et ceux-cipeuventseulementsedéplacervers 0 par le tir destran-
sitions.Pour (ii), la seuleétapedansl’algorithme 1 qui peut introduire desrayons
obliquesest(1), maisceux-cidisparaissentaprèsl’étapedeprojection(3).

Les polyèdrescaractérisantles informationstemporellesdansles classesd’états
(obtenuesparl’algorithme1) serontapproximésdela manièresuivante:

Définition 3 (Approximationsdespolyèdres) Étantdonné
s%$ ] (

s �'& ). Consi-
dérons �)(	 "discrétisé"par deshypercubesdetaille

s
, et appelons* � l’ensemblede

ceshypercubes.Soit
(,+ � (	 un polyèdre. Relativementà

s
:

– Un point ����� (	 estapproximépar l’intersectiondetousleshypercubesde * �
contenant� .

– Un polytope
È-+ � (	 estapproximépar l’enveloppeconvexedesapproxima-

tionsdesessommetsextrémaux.

– Le polyèdre
(

estapproximépar le polyèdre . � W)(�Z construità partir du cône
de
(

etdel’approximationdu polytopede
(

.

Clairement,pour tous
(

et
s
, . � Wa(�Z contient

(
. De plus,en ajustantla taille de

la grille
s
, . � W)(�Z peutêtrechoisiaussiprèsde

(
quedésiré.Eneffet, quand

(
inclut

seslimites alorsil existe
s

tel que . � W)(�Z c ( .
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Algorithme 2 (Graphe desclassesd’états approximépour une taille de grille
s

)

Le graphedes classesd’états approximépour une taille de grille
s

est construit
commepar l’algorithme1, exceptéque

��k
estapproximépar . � Wa��kdZ aprèsl’étape3.

Nousdironsqu’un SwTPNest intrinsèquementbornési le réseaude Petri sous-
jacent(obtenuenenlevantlesarcsactivateurset lescontraintestemporelles)estborné.

Théorème4 Pour tout
s

et toutSwTPNintrinsèquementborné,l’algo. 2 termine.

Preuve4 Les polyèdres approximésobéissentaussiau théorème3, le nombre de
rayonspossiblesestdoncfini. D’autre part, le nombre d’hypercubesde côté

s
dans

tout sous-espacebornéde � ( estfini, ainsi le nombre de sommetsextrémauxpos-
siblesestfini, et seulun nombre fini de polyèdrespeutêtre construità partir de ces
dernierset d’un ensemblefini derayons.Finalement,le réseauétantintrinsèquement
borné,il restebornépar la relaxationdescontraintestemporelles.

Puisquetoutpolyèdrepeutêtreapproximéaussiétroitementquevouluenajustant
la taille de grille

s
, le grapheexact desclassesd’étatspeutlui aussiêtreapproximé

aussiétroitementquedésiré,maisil n’y a pasengénéralde limite sur
s

telle quele
grapheapproximécoïncideavecle grapheexact(cecicontrediraitle théorème2).

Lesalgorithmes1 et 2 ont étéimplantésdansuneextensionde l’outil Tina (Ber-
thomieuetal., 2004b).L’approximationnenécessitequedesopérationsclassiquessur
lespolyèdres,fourniespar les bibliothèquesexistantes.Le tableausuivantdonneles
taillesdesgraphesdeclassesd’étatsduréseaudela Figure1, pourplusieurstaillesde
grille et pour plusieursméthodesde regroupementde classes(

�c , commeutilisé par
l’algorithme 1, et la varianteutilisant l’inclusion de classes

+
, non discutéeici). Le

comportementapproximédevient nonbornéquandla taille degrille estchoisieplus
grandeque1 (ceréseaun’estpasintrinsèquementborné).Pourl’exempledela figure
2, le comportementexactestobtenupourunetaille degrille de1.

grille (
s
) classes/transitions(règle

�c ) classes/transitions(règle
+

)ª
nonborné nonborné` / Ô7¨ `6Ö Ô ` ª@¨ Ö ª` ¨}Ñ Á ª ] ¨Iª ]@Â7] ` Òl¨2Ñ½Ô` ¨ `�Â ª Á Ô ] Ñ½¨ Â Ñ@Ñ Ö7Â ` Òl¨2Ñ½Ô

L’approximationpar la "plus petiteDBM englobante"définiedans(Lime et al.,
2003)ou (Bucci et al., 2004)estsouvent trop grossière.Elle peutêtreamélioréeen
rendantla méthodeparamétrable,commela nôtre: endéfinissantunegrille surleses-
pacesdespolyèdresetenapproximantlespolyèdres

(
parla pluspetiteDBM incluant(

dontlessommetsextrémauxsontsurla grille plutôtqu’acoordonnéesentières.Ce-
pendant,mêmeaveccetteamélioration,l’approximationparDBM englobantenepeut
pasêtreaussifine quel’approximationparquantificationproposée.
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Parexemple,la figure5 montrelesrésultatsdesapproximationsavecunetaille de
grille

s c ` dedeuxpolyèdressimplesdedimensions2, choisisparmiceuxobtenus
par l’algorithme 1 pour le réseaude la Figure1. Pour le polyèdrede gauche,défini
par ��]ex ��*0� xp��x Ö ¨}Ñ % et dessinéen noir, les deuxapproximationsdonnentle
mêmerésultat(le triangleexterne).Mais pour le polyèdrededroite,défini par ��]<x�<x ` * � {1� cN`7% (la diagonalenoire)la méthode“par DBM englobante"conduitau
carrédecoté1 (quellequesoit la taille degrille

s xN` choisie),alorsquela méthode
parquantificationfournit le polyèdreexact.

1

y2

03 14 x5

1

y2

03 14 x5
Figure5. Polyèdreexactetsurapproximations

Enfin,notonsquela techniquedequantificationestaussiapplicableauxTPN(sans
chronomètres),elle permetlà dereduirela taille desabstractionsdel’espaced’états.

6. Conclusion

Cetarticleintroduitd’abordlesSwTPN,uneextensionsimpledesréseauxdePetri
temporels,capabled’exprimer la suspensionet la reprisede l’écoulementdu temps
pour les horlogesassociéesaux transitionsen fonction de conditionsne dépendant
quedumarquage.Le modèlepeutêtrevucommeunesimplificationdesIHTPN (Roux
et al., 2004).Cesdeuxmodèlespourraientêtrefusionnéspour constituerun modèle
expressivementrichepourun éventaildeproblèmesimpliquantla préemption.

Le résultatprincipalde l’article estla preuve quel’accessibilitéd’étatestindéci-
dablepour les SwTPN,mêmelorsqu’ils sontbornés.Ce résultatimplique l’indéci-
dabilitédu problèmede l’accessibilitéd’un marquage,du caractèrek-borné,et de la
vivacitépourlesSwTPN,ainsiquel’indécidabilitédetouscesproblèmespourtoutes
les autresextensionssemblablesconnuesdesTPN, mêmelorsqueles réseauxsont
bornés.Cesproblèmesétaientrestésouvertsjusqu’ici.

Un semi-algorithmea étéprésentépour calculerdesreprésentationsexactesdes
espacesd’états.Les expériencesavec cette implémentationmontrentque le calcul
exactdel’espaced’étatsterminepournombred’applicationspratiques.

Enfin,nousavonsproposéuneméthodeoriginalepourcalculerdessurapproxima-
tionsfiniesdesgraphesdeclassesd’étatspourunefamille deSwTPNbornés,basées
surla quantificationdespolyèdresreprésentantl’information temporelle.Elle estplus
coûteusequelesméthodesdisponibles,maisconduità desapproximationspluspré-
cises,et saprécisionpeutêtreparamétrée.Elle estégalementapplicableauxTPN.
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