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IntroductionIntroduction
Principes

Avantages
– Dominance => caractérisation de solutions "plus admissibles" ou "plus 

optimales" que les autres
– CH restreint => 

– Les paramètres du problème ne sont pas connus précisément
– insensibilité aux variations de paramètres 

Motivations
– Caractériser un ensemble de solutions de cardinalité connue

Focalisation sur le problème à une machine

Ensemble de solutions 
optimales/critère

Intersection non 
vide

Ensemble 
dominant
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Utilisation de conditions de dominanceUtilisation de conditions de dominance
Un théorème de dominance  (Erschler et al., 1983)

– Fondements 
Problème 1 machine avec ri (date de disponibilité) et di (échéance)
Corps d'hypothèses : Ordre relatif des ri et di, durées quelconques
Un intervalle pour chaque travail : i → [ri, di]
Un problème Une structure d'intervalles
Fondé sur les notions de sommet et de S-pyramide

– Exemple

P1 P2

1

3

5

2

4

CH Restreint :
r4<r5<r3<r1<d1<d3<r6<d4<r2<d2<d5<d6

6
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Théorème des pyramidesThéorème des pyramides

24 séquences dominantes (parmi les 6!=720 seq. possibles)

1 2

3 6

4

Nombre de pyramides : N = 2

• q = 1 : n1 = 3 (travail 3,4 et 6)

• q = 2 : n2 = 1 (travail 5)

( ) ( ) ( ) 241211 13 =++=SCard 5

Cardinalité de l’ensemble dominant
∏ =

= += Nq
q

qn
)q()S(Card 1 1

6 tâches à ordonnancer
P = {1, 2, 3, 4, 5,6}

P1 P21
3

5

2
6

4

Exemple

261354 ppppp

621354 ppppp  
263154 ppppp  
623154 ppppp  
265134 ppppp  
625134 ppppp  

526134 ppppp

652134 ppppp  
265314 ppppp  
625314 ppppp  
526314 ppppp  
652314 ppppp  

264135 ppppp

624135 ppppp  
264315 ppppp  
624315 ppppp  
265413 ppppp  
625413 ppppp  

526413 ppppp

652413 ppppp  
265431 ppppp  
625431 ppppp  
526431 ppppp  
652431 ppppp  

 

nq est le nombre de travaux appartenant  
exactement à q  pyramides 
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Théorème des pyramidesThéorème des pyramides
Ordre partiel dominant relativement à

– l'admissibilité (Erschler et al., 1983)
– Le plus grand retard vrai, Tmax (Erschler et al., 1985)
– Le plus grand retard algébrique, Lmax (Briand et al., 2003)

Généraliser la condition de dominance d'Erschler et al.
au problème de minimisation du nombre de travaux en 
retard:

si le travail i est achevé après sa date échue

∑ ii Ur1
1=iU
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PlanPlan

Extension de la condition de dominance
– Définition de la notion de séquence maître-pyramide
– Relation entre séquence maître et ordres totaux
– Nouvelle condition de dominance

Utilisation de conditions de dominance pour le problème 
de minimisation du nombre de travaux en retard 

Conclusion et Perspective

6
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Extensions: 
Définition d’une séquence maître-Pyramide: SMP
Pour éviter d ’énumérer toutes les séquences dominantes:

– Séquence Maître-Pyramide

Exemple 

σ∆ = (α0 s0 β0 α1 s1 β … αi si βi …αm sm βm)

• m est le nombre total de sommets ;
• αi est l’ensemble des travaux appartenant à Pi et n’appartenant Pi-1 classés ri↑
• βi est l’ensemble des travaux appartenant Pi classés di

1 2

3 6

4 5

α0           s0      β0 α1 s1 β1

r4<r5<r3<r1<d1<d3<r6<d4<r2<d2<d5<d6

σ∆= (4,5,3,1,3,4,5,6,2,5,6) 

261354 ppppp  
621354 ppppp  
263154 ppppp  
623154 ppppp  
265134 ppppp  
625134 ppppp  

526134 ppppp

652134 ppppp  
265314 ppppp  
625314 ppppp  
526314 ppppp  
652314 ppppp  

264135 ppppp

624135 ppppp  
264315 ppppp  
624315 ppppp  
265413 ppppp  
625413 ppppp  

526413 ppppp

652413 ppppp  
265431 ppppp  
625431 ppppp  
526431 ppppp  
652431 ppppp  
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Extensions:
Relation entre séquence maître et ordres totaux

– Propriété. Si deux jobs i et j sont tel que i précède dans tous les cas j dans la séquence 
maître pyramide alors l’ordre total relatif à i et j est soit ri<di≤rj< dj ou bien ri<rj≤di<dj

ri di

rj

dj

• Exemple

r4 r5 r3 r1
d1

d3 d4 d2 d5 d6

r6 r2

σ∆= (4,5,3,1,3,4,5,6,2,5,6) 
r4<r5<r3<r1<d1<d3<r6<d4<r2<d2<d5<d6

652431261354 ddddddrrrrrr <<<<<<<<<<<  
652432161354 dddddrdrrrrr <<<<<<<<<<<  
652423161354 ddddrddrrrrr <<<<<<<<<<<  
652243161354 dddrdddrrrrr <<<<<<<<<<<  
652432611354 dddddrrdrrrr <<<<<<<<<<<  

652423611354 ddddrdrdrrrr <<<<<<<<<<<  
652243611354 dddrddrdrrrr <<<<<<<<<<<  
652426311354 ddddrrddrrrr <<<<<<<<<<<  
652246311354 dddrdrddrrrr <<<<<<<<<<<  
652264311354 dddrrdddrrrr <<<<<<<<<<<  

 

Ensemble des ordres totaux compatibles avec σ∆
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Extensions:Extensions:
Nouvelles conditions de dominance (1)Nouvelles conditions de dominance (1)

si
sj

b

• Deux sommets avec une base commune

σ∆ = (b si b sj b)

• Question: Est ce que (si,b,sj) est dominée par (si,sj,b) ou bien (b,si,sj)

sisisi
sj sjsj

ri+pi≥ rj dj-pj≤ di

bb b b

• Vrai si:

si

sj

b

si
sj

b
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Extensions:Extensions:
Nouvelles conditions de dominance (2)Nouvelles conditions de dominance (2)

isd

jsrirα

jdβ
jrα

isr

jsd

σ∆ = (αi si βi αj sj βj )

• Deux sommets (si,sj) sans bases communes/ Overlaps (si,sj)

• Question: Est ce que (si βi αj sj ) est dominée par une autre séquence incluse dans σ∆?

isd

jsrirα

jdβ
jrα

isr

jsd

(αi si αj sj )

isd

jsrirα

jdβ
jrα

isr

jsd

(αi si sj βj )

irα

isd

jsr

jdβ
jrα

isr

jsd

(si βi sj βj )
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Extensions:Extensions:
Nouvelles conditions de dominance (2)Nouvelles conditions de dominance (2)

• m sommets sans bases communes/ m>2 et  Overlaps (s1,sm)

1sd

msr

1βd
1sr

mdd

σ∆ = (α1 s1 β1 … αi si βi …αm sm βm)

Toute séquence dominante qui placerait des jobs entre deux 
sommets est dominée par une autres séquence incluse dans σ∆
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PlanPlan

Introduction
Extension de la condition de dominance

– Définition de la notion de séquence maître-pyramide
– Relation entre séquence maître et ordres totaux
– Nouvelle condition de dominance

Utilisation de conditions de dominance pour le problème 
de minimisation du nombre de travaux en retard 

Conclusion et Perspectives

12



Roadef ’08, 25/02 Clermont-Ferrand 13

Utilisation de conditions de dominance pour le problème 
de minimisation du nombre de travaux en retard

Trouver une solution optimale au problème de minimisation du nombre 
de travaux en retard consiste à déterminer une séquence admissible 
pour une sélection de travaux E*⊆V la plus grande possible

Corollaire 1. L'union de toutes les séquences dominantes que le théorème 
des pyramides caractérise pour toute sélection de travaux est dominante  vis-
à-vis du critère.

Pour un problème à n tâches:                      sélections∑ = nk
k
nAL1
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Détermination des séquences maîtreDétermination des séquences maître--pyramidepyramide

La SMP caractérise un Sdom pour un ensemble 
important de sélections

Déterminer toutes les séquences maîtres non 
compatibles entre elles

Un ensemble 
V de jobs

Un sous ensemble 
V’⊂V

σ∆: SMP de V σ’∆: SMP de V

Compatibilité
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Le graphe d'intervalles sommets-bases

Problème à une machine avec fenêtres d’exécutions.

Un graphe d'intervalles sommet-base

Niveau 0                         Sommets

Niveau 1

Niveau 2                                      Bases

1 2

3

64 5

Le graphe d'intervalles sommet-base

s: sommet générateur
s

i

s: sommet non générateur
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Détermination des séquences maîtreDétermination des séquences maître--pyramidepyramide
non compatibles entre ellesnon compatibles entre elles

sk

u v

sk+1

 
 
Selection with a generator top 

u v

sk+1

 
 
Selection without a generator top 

( )mkvukvu svusvus βββααασ LL 100 +∆ = ( )mkvuu svus βαβαασ LL 100' +∆=

Une sélection sans sommet générateur

σ’∆ non compatible avec σ∆
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Détermination des séquences maîtreDétermination des séquences maître--pyramidepyramide
non compatibles entre ellesnon compatibles entre elles

Le sommet est générateur sans base commune

1sd

msr

1βd
1sr

dm

Nouvelle condition de 
dominance:

Sommet k fictif de durée nulle

Sommet générateur sans 
base communeSommet k

σ’∆ dominée par σ∆

Pour énumérer toutes les séquences maître-pyramides  non compatibles:

– Éliminer tour à tour dans le graphe sommet-base, les nœuds (ensembles de 
nœuds) générateurs avec bases communes et leur ascendance, puis 

– construire la séquence maître pyramide pour le graphe (sous problème) restant.
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Détermination des séquences maîtreDétermination des séquences maître--pyramidepyramide

Exemple

V={1,2,…,12} , 
SG= {3,4}, 
Sp ={2,5,6} 

V={1,2,…,12} ,
σ∆(1)= (10,7,11,8,4,12,9,5,3,1,3,4,7,10,8,11,5,9,12,6, 2,5,8,11,6,9,12);

V\ {3,1}: 3 est un sommet générateur avec base commune (job 8)
σ∆(2)= (10,7,11,8,4,7,10,8,11,12,9,5,6, 2,5,8,11,6,9,12); σ∆(2) incompatible avec σ∆(1)

1 2

3

4 5 6

7 8 9

10 11 12

2

5 6

7 8 9

10 11 12

V\ {4,3,1}: 4 est un sommet générateur, sans base commune
σ∆(3) = (10,7,10,11,8,12,9,5,6, 2,5,8,11,6,9,12); σ∆(3) dominée par σ∆(2)
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Détermination des séquences maîtreDétermination des séquences maître--pyramidepyramide

Exemple:

Solution optimale

0 ou 1 job en retard

Plus de 2 jobs 
en retard

10, 7, 11, 8, 4

12, 9, 5, 3, 1, 3, 4, 7, 10, 8, 11, 5, 9, 12, 6, 2, 5, 8, 11, 6, 9, 12

σ∆: SMP de V={0,1,…,12}

7, 10, 8, 11, 12, 9, 5, 6, 2, 5, 8, 11, 6, 9, 121,3 absents

σ’∆: SMP de V\{1,3}
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ConclusionConclusion--PerspectivePerspective
Généraliser le théorème de dominance pour la minimisation du nombre 
de tâches en retards: 

– Définition d’une Séquence maître-pyramide pour la caractérisation de toutes les 
séquences dominantes.

– Nouvelles conditions de dominance
– Définition d’un graphe d'intervalles sommet-base, et sommets et ensemble 

générateurs

Sous l’hypothèse qu’il n’existe aucun sommet ou ensemble de 
sommets générateurs avec bases communes:

– Le théorème des pyramides est dominant vis-à-vis du problème de 
minimisation du nombre de travaux en retard. 

Cas général
– Un ensemble de séquences dominantes pour le problème  peut ainsi être 

caractérisé par énumération de plusieurs séquences maîtres-pyramides.

Perspective: 
Concevoir des méthodes exactes de résolution du problème  plus 
efficaces que celles existantes.
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Merci de votre attention!
?
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